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1. (a)

Betrachten Sie die Differentialgleichung
(y? 4+ ysinz) dz + (2zy — cosx) dy = 0.

Zeigen Sie, dass diese Differentialgleichung exakt ist, berechnen Sie ein erstes Inte-
gral und fiir
®(0,0) = 0 die Losung y = y(x) fiir x # 0.

cosx

Zeigen Sie, y(r) = “2* ist eine Losung der Differentialgleichung

" 2

23y" 4+ 22%y = —2?% cos x.
Betrachten Sie die homogene Differentialgleichung aus (b), der Form
23y + 22%y = 0.

yi(z) = % ist eine Losung der Differentialgleichung. Finden Sie eine weitere linear
unabhéngige Losung y2. Geben Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
an.

Losung.

(a)

Die Differentialgleichung ist exakt weil
Py =2y +sin(x) Qz = 2y + sin(x).

Ein erstes Integral berechnet man durch

O(x,y) = /y2 + ysin(z) dz = yz — ycos(z) + c(y),

gj = 22y — cos(z) + ¢ (y) = Q.
Dadurch erhilt man ¢/(y) = 0, also ist ¢(y) = ¢o und
®(z,y) = xy? — ycos(x) + co.
Mit der Anfangsbedinung ergibt sich
$(0,0)=0-0—0-14co=0
und fiir das erste Integral

®(z,y) = zy® — y cos(x).

Um die Lésung zu iiberpriifen berechnet man die erste und zweite Ableitung und
setzt diese in die Differentialgleichung ein.

Y = — Sin(xa;— cos(z)
"_ (—(sin(x) + z cos(z)) + sin(x))x? + (z sin(z) + cos(x))2z _
Yy i
_ Cc;s(x) N 28212(9«“) N 20;2@)
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Eingesetzt in die Differentialgleichung erhélt man —z= cos(z), was mit der Losung

iibereinstimmt.



()

Fiir die zweite linear unabhéngige Losung wihlt man den Ansatz yo = @ mit

, dr—c ,  (z4d —)p? - (dx—c)2x
Y2 = 72 Y2 = 74 .

Die Ableitungen setzt man in die Differentialgleichung ein, wodurch man

/! / /
c'rx —2xc + 2xc cx —c
8 + 222 =

4 2 =0

T xT

erhalt und nach kiirzen
" —2xd +2¢c+2dx —2¢=0.

Es ergibt sich ¢/ = 0, also ¢ = ¢p und ¢’ = ¢oz + ¢1. Die zweite linear unabhingige
Losung lautet

1
ya(x) = co+ c1—.
x
Die allgemeine Losung lautet

1 cos(x
y(z) = a +c2+ A

Berechnen Sie die Losung y = y(z) der Differentialgleichung
y" + 3y — 4y = 0.

Wihlen Sie einen passenden Ansatz und bestimmen Sie eine Partikuldrlésung der
Differentialgleichung
y" + 3y’ — 4y = 5e”.

Betrachten Sie die Funktion u(x,t) = f(z)e~2. Berechnen Sie die Funktion f aus
der partiellen Differentialgleichung

BUg + Ugy = Ug,

mit den Randbedingungen «(0,0) = 2 und u(1,0) = 2e.

Losung.

(a)

Die homogene Lésung findet man iiber den Ansatz y, = e. Diesen leitet man ab,
setzt ihn in die homogene Differentialgleichung ein und kiirzt die Exponentialfunk-
tion. Dadurch erhalt man

A2 4+3)—4=0.

Diese Gleichung kann man mit der kleinen Losungsformel 16sen und man bekommt
A1 =1 und A9 = —4. Die homogene Lésung der Differentialgleichung lautet

yp = 1% 4 coe 4%,

Fiir die partikuldre Losung wahlt man den Ansatz y, = Axe”. Diesen leitet man
ebenfalls zweimal ab und setzt ihn die inhomogene Differentialgleichung ein. Man
bekommt

A2+ z)e” + 3A(1 + x)e” — 4Axe” = be”

und kann die Gleichung kiirzen auf
2A+3A=5.
Damit ist A =1 und y, = ze”.



()

Zunéchst berechnet man die passenden Ableitungen
Uy = f'(x)e” Ugy = f"(x)e™ 2
up = —2f (z)e” % ug = 4f (z)e 2t
Diese setzt man ein und erhalt
3f (x)e™ + f"(z)e™ = 4f(x)e™™,

bzw.
f'(x) +3f(z) —4f(z) = 0.

Diese Differentialgleichung entspricht jener aus (a), deswegen kennen wir die Losung
f(x) = c1e® + cze~**. Diese Losung kann man nun einsetzen

41)67215

u(z,t) = (c16¥ + coe™
und die Konstanten mit Hilfe der Randbedingungen errechnen.

u(0,0) =c1 + ¢ =2 c1=2—cy

u(1,0) = crel + cpe™t = (2 — 02)e1 + o™t = 2!

Somit ist ¢ = 0 und ¢; = 2 und

u(z,t) = 2e%e 2t

3. Sei X eine diskrete Zufallsvariable, welche die Werte {1,2,3,4} annehmen kann. Die
zugehorigen Wahrscheinlichkeiten sind gegeben durch

P(X =3)=c, P(X =4)=2c

Berechnen Sie ¢ € R, geben Sie die Verteilungsfunktion an und skizzieren Sie
diese.

Berechnen Sie den Erwartungswert £ und die Varianz V.

Zwei Ereignisse sind gegeben durch A = {X < 2} und B = {1 < X < 3}.
Berechnen Sie P(AU B) und P(A|B).

Es sind Hy = {1 < X <2} und Hy = {3 < X < 4} zwei disjunkte Ereignisse,
sowie D ein Ereignis fiir welches die Wahrscheinlichkeiten

P(D|Hy) =% und  P(DYHy) =1

gegeben sind. Berechnen Sie P(D).

Losung.

(a)

Die Summe der Wahrscheinlichkeiten muss 1 ergeben also berechnet man ¢ iiber

1 1
6+§+C+2C: 1,



so erhdlt man fiir ¢ = %. Die Verteilungfunktion ergibt sich zu

z<l1
1<z <2
2<r<3.
3<x <4
4 <z
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(b) Den Erwartungswert fiir diskrete Zufallsvariablen berechnet man hier {iber

1 1 8
+3 g =

1 1
E(X)=1--+2-2 5=73

6 3
Die Varianz berechnet man iiber V(X) = E(X?) — (E(X))?, also

1 1 1 1 25
EXH)=1--44--+4+9-=4+16-- = —
(X7) 6 Tt 3t t 3 3

und gesamt

P(AUB) = =- PANB)=PX=2)=

Die passenden Werte setzen nur mehr ein und erhalten

2

P(AUB)
il A 5

P(A|B) = P(B) :é'%:

(d) Wieder berechnen wir die Wahrscheinlichkeiten und erhalten

1 1

S| =
W

Weiters ist 1 3
P(D|Hy) =1— P(DY|Hy) =1 — 1=

und iiber den Satz der totalen Wahrscheinlichkeit berechnet man

P(D) = P(D|Hy)P(Hy) + P(DC|Hy)P(Hs) = % : % i Z . % _
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