Praktische Mathematik 1 fiir TPH Klausur 1 27.11.2020

C = {<_22++3‘;’t> te o, 1]} ,

f(z,y) = zcosy + z% + cosy,

1. Gegeben Sei eine Kurve

ein Skalarfeld

sowie das Vektorfeld

cosy + 2x
F = .
(@.y) (—x siny + e¥ siny + e¥ cos y>

(a) Berechnen Sie die Tangetialebene z = T'(x,y) an das Skalarfeld f im Punkt
(zo,y0) = (2,5m).

(b) Untersuchen Sie, ob F ein Potential besitzt und of f ein solches darstellt.

(c) Bestimmen Sie das Potential ® zum Vektorfeld F'.

(d) Berechnen Sie
/Fdr.
C

/Cf ds.

(e) Berechnen Sie

Losung.

(a)

T(x,y) = f(z,y) + V f(xo,v0) - < z:;c)) )

Vi) = (ot )

Ausgewertet an (zo,yo) = (2, 57) erhdlt man:

sta0m) = (o o )= ()

f(zo,y0) =2-cos(bm) +4+cos(bm) = -2+4—-1=1

Damit erhilt man

T(x,y):1+<g)-<yx__527r):1+3x—6:—5+3x

(b) Man setzt F' in die Integrabilitidtsbedingung ein:

or, _or,
oy  Ox
F,
aalzw:—siny; %:—siny v



Die Bedingung ist daher erfiillt. Um zu iiberpriifen ob f ein Potential zu F' ist muss

gelten F' =V f
_ cosy + 2z
V= ( —zsiny — siny > 7 F

Das Skalarfeld f ist daher kein Potential fiir F'.

(c) Das Potential ® zu F erhalt man durch Integrieren der Komponenten von F und
anschlielsendem Vergleichen.

O(x,y) = /de:c:xcosy+x2+0(y) (1)

O(z,y) = /Fydy:xcosy+/eysinydy+/ey cos ydy

Die beiden Integrale werden durch partielle Integration geldst, wobei nur das erste
wirklich durchgefiihrt werden muss.

/ey sinydy = e¥siny — /ey cosydy + D(x)
Setzt man dies oben ein erhilt man:
O(x,y) =xcosy +eYsiny — /ey cosydy + /ey cosydy + D(x)
=xcosy +eYsiny + D(x) (2)
Vergleicht man (1) mit (2) so erhélt man:
®(z,y) =zcosy+ 2> +e¥siny +¢; mitceR
(d) Fiir [, F dr benutzt man das Potential ®.

D(t) = (—2 + 5t) cos(2 + 3t) + (=2 + 5t)% + e+ sin(2 4 3¢)

/ Fdr = (1) — (0)
C

=3cos5+9+eSsinh — (—2cos2 4 4 + e?sin 2)
=5+ 3cosh+esin5 +2cos2 — e’ sin 2



(e)
/C fds = /C Fr®) |7 dt

1
= /52 4 32 / (=2 + 5t) cos(2 + 3t) + (=2 + 5t)% + cos(2 + 3t) dt
‘/—‘ 0
r fr(®)

1 1
=34 [—2/ cos(2 + 3t)dt + 5/ tcos(2 + 3t)dt
0 0

1 1
+ / 4 — 20t + 25t%dt + / cos(2 + 3t)dt}
0 0

1 1

25

1 1
=Vv34 -3 sin(2 + 3t)| + 5/ tcos(2 + 3t)dt + (4t — 10t* + ?t:ﬂ)
0

0 0

I

I wird mittels partieller Integration gelost:
1

1 1 [t
I = —tsin(2+3t)| — / sin(2 4 3t)dt
3 3/,

0
1

1 1
=3 sin(5) + 9 cos(2 + 3t)

0

1 1 1
=3 sin(5) + g cos(b) — 9 cos(2)

Wieder eingesetzt erhélt man:

1 1 2
/ fds=+v34|—-sin(5) + - sin(2) + §sin(5) + §cos(5) — §cos(2) +4-10+ 2
. 3 3 3 9 9 3

4 1
=34 [3 sin(5) + 3 sin(2) + 2008(5) — 3005(2) + g
2. Gegeben Sei f: R* — R durch
f(z,y, 2) = —4a® 4 6xy — 4% — 42°.

Es bezeichnet B; C R? jenen Kérper, der durch die Ebenen z = 0, y = 0 und 2z = 0 sowie
durch 3z + 5y + 2z = 6 beschriinkt sind. Weiters bezeichnet Bo C R? eine Halbkugel
mit Mittelpunkt M = (0,0,0) und dem Radius r = 3, fiir welche z > 0 gilt.

(a) Skizzieren Sie die beiden Korper By und Bs.
(b) Berechnen Sie das folgende Integral {iber den Korper Bj.

/ 1dV
B

(c) Berechnen Sie das folgende Integral iiber den Korper Bs.

fav
B>



Losung.

(c) Hier bietet sich die Verwendung von Kugelkoordinaten mit den entsprechenden
Grenzen {0<7"<3,0<90<27r,0<19<g} an:

T = rcospsiny
Yy = rsinpsind

z =rcost

Und daher fiir f(r, p,9)

fr,p,0) = —4r? (Cos @sin ¥ + sin? @ sin? 9 + cos? 19) + 612 cos g sin @ sin? 9

cos? p+sin? p=1
= —4r? (Cos2 ¥ + sin? 19) + 612 cos g sin @ sin® 9
T
= —4r? 4 612 cos g sin @ sin® O



Weiters lautet die Funktionaldeterminante

3(m,y,z) 2 -
det ———= = 9
€ 8(7‘719’90) TSI

Eingesetzt liefert dies das Integral

3 z 27
fdv = / / ’ / —4r* sin 9 + 614 cos psin g sin® Jddedidr
B> r=0 J9=0 Jp=0

3 s 3 us 21
= / /2 —8mr sin 9dddr + / /2 6r* sin® ¥ </ €OS  sin gpdgp) dddr
r=0 J9=0 r=0 J9=0 =0

=0

3 ™
= / 8mrt cosd| @ dr
,




3. Betrachten Sie fiir das Beispiel mit ag, a1, a9 € R die inhomogene Differentialgleichung

(a)

a2y + a1y + apy = f(t).

Seien ag = ap = 0, n = 3 und f(t) = 5exp(2t). Berechnen Sie mit der Methode
Trennung der Variablen die Losung y des Anfangswertproblems

3(9)° =5exp(2t)  mit  y(0) = 1.

Seien ay = agp = 0, n = 3 und f(t) = 5exp(2t). Die Differentialgleichung lautet
wie in (a) demnach 3(y)3 = 5exp(2t). Berechnen Sie die Tangete y = T(t) an die
Losung der Differentialgleichung y(¢) im Punkt (¢9,y0) = (0,1) und skizzieren Sie
diese in der (¢,y)-Ebene.

Seien insbesondere as = 1 und n = 1. Die Differentialgleichung ist gegeben durch
i — 2y — 8y = 2exp(—2t).

Berechnen Sie das Fundamentalsystem {y;,y2} und eine Partikuldrlésung y, der
inhomogenen Differentialgleichung.

Lésung.

(a)

Losung der Differentialgleichung mittels Trennung der Variablen:
d 3
3(5) = 5exp(2t)

()"~ ()i
- ()"

Mit der Anfangsbedingung erh&lt man schliefslich:

y(0) =1 :>C+2\/;—1

3,/5
C=1-2¢2

2 V'3

3,06 3,5 21
H=1-2¢2 4282 =
y(t) 2\V3ta 3“p(3>



(b) Die Tangente ist gegeben iiber

T(t) = yo +y(0)(t — to)

=1+ i/gexp(O)-(t—O)zl—Fti/g

(c¢) Losung der homogenen Gleichung:

A —2)-8=0
Ma=1+Vo =N =4 =2
Fundamentalsystem: {yi(t),y2(¢)} = {e4t, e*Qt}
Die Partikulérlésung erhélt man iiber den Ansatz y,(t) = Ate™2 da #ukere Reso-
nanz vorliegt.
Yp(t) = Ate™?
Up(t) = —2Ate™ + Ae™?
ip(t) = 4Ate™ — 4Ae™

Diesen setzt man in die DGL ein.
4Ate % — 4Ae7 % + 4Ate™? — 24072 — 8Ate 2t = 2¢ 2
1

1 _
yp(t) = —gte 2t



