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1. Gegeben sei fiir z = x(t) die Eulersche Differentialgleichung
t22" — 10ta’ 4 28z = 4.

(a) Berechnen Sie zunichst das Fundamentalsystem {x;(t), z2(t)}.

(b) Berechnen Sie eine Partikularlésung x, der inhomogenen Differentialgleichung.

(c) Geben Sie nun die Losung z der Differentialgleichung zu den Anfangsbedingungen
(1) =0, 2/(1) = 0 an.

Losung.

(a) Wir machen einen Ansatz fiir die homogene Losung, z(t) = %, also ist 2/ (t) = at® !
und z” = a(a — 1)t*2. Nach dem Einsetzen in die gegebene Differentialgleichung
erhalten wir

t2a(a — 1)t — 10ttt 4 28t% = 0,
ala — 1)t — 10at® + 28t“ = 0,
a?—a—10a+28 =0,

o —1la+28 =0,
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Also ist a; = 7 und ag = 4. Die homogene Losung ist damit gegeben durch
xh(t) = Clt7 -+ Cgt4.

(b) Fiir die partikuldre Losung verwenden wir Variation der Konstanten, und setzen

zp(t) = c1 ()" + ca(t)t?
ah(t) = (7 + Ter()t° + h ()t + dea(t)t?, mit ¢ (t)t7 + ch(t)t* = 0,
(1) = 42655 t) + TH0C, (£) + 126%¢o(t) + 43y (8).

Nach dem Einsetzen in die Differentialgleichung erhalten wir zwei Gleichungen

T3¢ (t) + 4t°ch(t) = 4,
AT + ()t = 0.

Nach dem Losen des Gleichungssystems und der Integration erhalten wir

ci1(t) = —5t77 und ca(t) = 1t7*, und damit ist z,(t) = 1.
(c) Die Anfangsbedingungen setzen wir in die allgemeine Losung z(t) = c1t” +cot* + %,
bzw 2/ (t) = Teit® + 4eot3, und erhalten ¢ = 2% und ¢ = —%.



2. Gegeben sei fiir x = z(t) die folgende Differentialgleichung

(a)
(b)

3z + 2e*! + (3t + 2 cos(2x))d = 0.

Uberpriifen Sie, ob es sich dabei um eine exakte Differentialgleichung handelt und
bestimmen Sie gegebenenfalls ein erstes Integral ®(x,t).

Gegeben sei fiir u = u(x,t) die folgende partielle Differentialgleichung
TUy = 2Uy.

Losen Sie die Gleichung mit der Anfangsbedingung u(x,0) = 323 + 32 unter Ver-
wendung des Separationsansatz.

Losung.

(a)

Zuerst iiberpriifen wir, ob die Gleichung exakt ist, mit p(z,t) = 3z + 2e?** and
q(z,t) = 3t + 2 cos(2x). Nach dem Ableiten erhalten wir

dp dq
e d —2 =3
1 3, un T 3

Nachdem wir gezeigt haben, dass es um eine exakte Differentialgleichung handelt,
kénnen wir das erste Integral berechnen.

O(z,t) = /3x + 2e* dt = 3tz + * + C(x)
3t + C'(x) = 3t + 2 cos(2x)
C(z) = /2003(2m) dz
C(z) = sin(2x)
Das erste Integral ist damit
®(z,t) = 3at + e* +sin(22) + c,.

Diese Gleichung l6sen wir mit dem Separationsansatz indem wir u(z,t) = v(t)w(x)
setzen. Wir brauchen zwei partielle Ableitungen, u, = v(t)w’(z) und uy = o(t)w(x).
Nach dem Einsetzen in die urspriingliche Gleichung, erhalten wir

zv(t)w'(z) = 20(t)w(x),
v iy

xw(a:) - Tt -

Wir 16sen zuerst die Gleichung fiir w(z) mittels Trennung der Variablen.

w'(z) = kw(x)

/dw/nz d

n(w) = kln(z) + ¢
ln(w) =In(2") + ¢
w(z) = Cia”®



Die Gleichung fiir v(t) l6sen wir auch mit Trennung der Variablen.

20(t) = ko(t)
/idv = /2mdt
In(v) = lnt +c

Damit ist die Lésung u(z,t) = ChaFCoezt = CaFezt. Wir setzen jetzt die Anfangs-
bedingung u(z,0) = 323 + 3.

u(z,0) = Crz™! 4 Coz™ = 323 + 3

01:3, K1:3
02:3, /432:1

Damit erhalten wir die Losung u(x,t) = 323e% + 3ze?,



3. Sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fx(z),
gegeben durch die Skizze

(a) Zeigen Sie, dass fx(z) die Eigenschaften einer Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
erfiillt und bestimmen Sie die zu fx(x) gehorige Verteilungsfunktion Fx(x).

(b) Gegeben seien die Ereignisse A = {0 < X < 1} und B = {§ < X < 1}. Berechnen
Sie P(A) und P(B).

(c) Berechnen Sie fiir die Ereignisse A und B aus (b) die bedingte Wahrscheinlichkeit
P(A|B).

(d) Berechnen Sie fur die Ereignisse A und B die Wahrscheinlichkeit P(A U B).

Lésung.

(a) Aus der Skizze kénnen wir die Dichtefunktion ablesen.

0, xz <0
fx(@)=<-z+3, 0<z<1
0, x>1

Um zu iiberpriifen, ob fx(z) eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ist, wird die
Bedingung [%_ fx(x)dz = 1 iberpriift. Die Bedingung fx(z) > 0 fiir alle = aus
R ist erfiillt.
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Die Verteilungsfunktion Fy(z) ist gegeben durch Fx(z) = [*_ fx(t)dt. Also in
unserem Fall
, xz <0

2

1:—‘%, 0<z<1.
, z>1

Fx(z) =

= ol O

(b) Fiir die gegebene Ereignisse, nach dem Einsetzen, erhalten wir

1

? 4
PA) = [ Ix@ds = Px (3) = Fx(©) = Fx () =

1

13 68
P(B) = [ fx()dr=Fe() = Fx (3) =1-Fx (}) =1~ 5 =
9
(c¢) Fiir die Berechnung von der bedingten Wahrscheinlichkeit brauchen wir
ANB={} <X <1} also

1

3 4 13
P(ANB) = ) fX(a:)d:c:FX(%)—FX(%):§—ﬁ, und

5
P(A‘B)_P<AHB)_FX(%)_FX(é)_%_g_§

P(B) 1-Fx(3) & 68

P(AUB):P({Ong1}):/01fX(x)dx:1



