Praktische Mathematik 1 fiir TPH 1. Klausur 28.10.2022

1. Gruppe A
Gegeben sei f(x) = arccos(v/ 1 — x2). Berechnen Sie eine Stammfunktion von f.

Hinweis: Eine mogliche Methode wére eine spezielle Substitution, aulerdem gilt

1
V1—a2

(arccos(z)) = —

Losung.
Substitution = = sin(u) fithrt auf das Integral

/ arccos ( 1 sm2(u)> cos(u) du = / u cos(u) du.

Partielles Integrieren liefert

zarcsin(z) + V1 — 22

Gruppe B & C
Gegeben sei f(x) = arcsin(v/1 — 22). Berechnen Sie eine Stammfunktion von f.

Hinweis: Eine mogliche Methode wiére eine spezielle Substitution, auferdem gilt

(arcsin(z))’ =

Loésung.



2. Gruppe A, B & C
Sei w=1-—1.
(a) Ermitteln Sie arg (w®). Geben Sie das Ergebnis im Intervall [0, 27) an.

b) Berechnen Sie alle z € €, welche 2° = w erfiillen.
(

Losung.
(a) Die Exponentialdarstellung w = |w|e!¥ von w = 1 — i lautet

lw| = V2
¢ = arctan(—1) = -
4
Somit lautet die Exponentialdarstellung w = v/2 e%i, da das Argument arg(w) im In-

tervall [0, 27) liegen muss.
Die Formeln von Moivre z" = |z|" exp(ing) fiihrt zu

wd = (V2)BeT®

7
arg(w®) = Zﬂ -8 = 14r

= arg(w®) = 0 € [0,27)

(b) Mithilfe der Formel fiir komplexe Wurzeln

. o
2 = v/ |w| - exp <1§—|—k§1>, k=0,1,2

ergibt sich fiir die Gleichung

23 =w
2 =2 exp( i)

die Losungen

{20, 21, 22} = {V2 - exp(13i), V2-exp(LFi), V2 exp(Z20)}.



3. Gruppe A & C
Gegeben Sei die Kurve

C— {r(t): foﬁ) te [0,1]}

und das Skalarfeld f(z,y) = z2y.

(a) Berechnen Sie die Tangentialebene des Skalarfeldes im Punkt (zg,y0) = (1,1).
(b) Berechnen Sie die Bogenlinge s = s(¢) fiir ¢ € [0, 1].

Losung.
(a) Die Formel der Tangentialebene T'(z,y) im Punkt ro = (20, yo) lautet

T(x,y) =T(r) = f(ro) + Vf(ro) - (r — 7o)
Mit 7o = (1,1)T folgt

T(z,y) =2x+y—2.

(b) Die Bogenlénge tiber die parametrisierte Kurve r(t) berechnet sich mittels
t
s(t) = / |7(7)] dr.
0
()| = ' (_227> ' —Vitarr=2/1+7?

Somit berechnet sich die Bogenlénge als

s(t):2/0t\/1—|—72d7.

Die Substitution 7 = sinh(u) fiihrt auf
¢ ¢
2/ V1+72dr = 2/ cosh?(u) du = t cosh(arsinh t) + sinh ¢.
0 0

Gruppe B
Gegeben Sei die Kurve

C= {r(t) - (ff;) ‘e o, 1]}

und das Skalarfeld f(z,y) = zy>.

(a) Berechnen Sie die Tangentialebene des Skalarfeldes im Punkt (zg,y0) = (1,1).
(b) Berechnen Sie die Bogenlénge s = s(¢) fiir ¢ € [0, 1].

Losung

(a)
T(x,y) =x+ 2y —2

(b)
2t cosh(arsinh(t)) + 2 sinh(¢)



4. Gruppe A
Gegeben Sei die Kurve

tcost
C=<rt)=|t+e | :te]0,n]
tsint
und das Vektorfeld
ye”
flz,y,z) = [ ® + zcos(yz)
ycos(yz)

(a) Weisen Sie nach, dass f wirbelfrei ist.
(b) Berechnen Sie das Potential ® zum Vektorfeld f, welches ®(0,1,7) = 1 erfiillt.
Losung.

(c) Berechnen Sie das Kurvenintegral
/ f-dr.
C
(a) V x f = 0 ist zu iberpriifen.
(b) Fiir ein Potential muss V& = f erfiillt sein.

q)(l',y,Z) = /f1($ayvz)d$:yex+c(ya Z)

O o oC (x,y) B o

Gy =+ o = hlayz) = & +zeos(y2)
Clasy) = / 2 cos(yz) dy

0% oD(z)

5 = ycos(yz) + 5 y cos(yz)
Daraus folgt D(z) = ¢, ¢ € R. Somit ist das Potential
O(x,y,2) =y e +sin(yz) + c.

Die Konstante ¢ ergibt sich mit der Bedinung ®(0,1,7) =1 zu ¢ = 0.
(c) Wegunabhéngigkeit des Gradientenfeldes ausnutzen. Somit ist

/C £ dr = (r(b)) — ®(r(a)) = B(r(r)) — B(r(0)) = me .

Gruppe B & C
Gegeben Sei die Kurve

tcost
C=<rt)=|t+e | :te]0,n]
tsint
und das Vektorfeld
ycosx + zexp(zz)

zexp(zz)



(a) Weisen Sie nach, dass f wirbelfrei ist.

(b) Berechnen Sie das Potential ® zum Vektorfeld f, welches ®(1,7,0) = 1 erfiillt.
(c) Berechnen Sie das Kurvenintegral
/ f-dr.
C

Losung

(a) V x f = 0 ist zu iiberpriifen.
(b)

O(x,y,2) = e + ysinx — wsin(1)

(c) 0



