Praktische Mathematik 1 fiir TPH 3.Klausur 10.01.2023

1. Gruppe A & B
Betrachten Sie fiir y = y(¢) und ¢ > 0 die Differentialgleichung

.2
j—y=0

(a) Bestimmen Sie mit dem Ansatz y(t) = t“, a > 0, eine Losung der Differentialglei-
chung.

(b) Berechnen Sie mit Variation der Konstanten eine zweite Lisung.
Loésung.
(a) Zunéchst berechnen wir die Ableitungen des Ansatzes.
y(t) =1°
y(t) = at*™!
i(t) = ala — 1)t
Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhalten wir
ala —1)t2 —2t%72 = 0.

Da die Gleichung fiir alle t > 0 erfiillt sein muss, gilt o> — o — 2 = 0. Diese
quadratische Gleichung hat die Losungen a; = 2 und as = —1. Da laut Angabe
a > 0 gilt, ist eine Losung der Differentialgleichung

y1(t) = Ct2.

(b) Eine zweite Losung soll mit Variation der Konstanten gefunden werden, der Ansatz
hierfiir ist y(¢) = C(¢)t?. Die Ableitungen sind
y(t) = Ct? +2Ct,
ii(t) = Ct* +4Ct + 2C.
Eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt dies
Ct? +4Ct+2C —2C =0,

was dquivalent ist zu

Ct+4C = 0.

Durch Ordnungsreduktion z(t) = C(t) erhalten wir die lineare Differentialgleichung
1. Ordnung 2t 4+ 4z = 0, deren Losung

2(t) = éat?

ist. Damit ergibt sich fiir C(t) = [ z(t) dt = c1t~3+4co. Riickeinsetzen in den Ansatz
liefert y(t) = c1t™! + cot?, womit eine zweite Losung gegeben ist durch

ya(t) = et L.



Gruppe C
Betrachten Sie fiir y = y(¢) und ¢ > 0 die Differentialgleichung

2 — 6y = 0.

(a) Bestimmen Sie mit dem Ansatz y(t) = t*, a > 0, eine Lisung der Differentialglei-
chung.

(b) Berechnen Sie mit Variation der Konstanten eine zweite Lisung.

Losung.
(a)

U1 (t) = Cltg

(b)

Y2 (t) = CQt_2



2. Gruppe A & C

Gegeben sei die Warmeleitungsgleichung der Form

1
Ugy = §Ut7
wobei u = u(z,t),0 < x < 1 und ¢t > 0. Zusatzlich sind Randbedingungen

u(0,t) = u(1,t) = 0 und die Anfangsbedingung u(z,0) = 2sin(4rz) gegeben.

Verwenden Sie den Separationsansatz und berechnen Sie damit die Lésung der gegebenen
Gleichung unter Beriicksichtigung der Anfangs- und Randbedingungen.
Hinweis: Die Konstante & ist negativ, setzen Sie daher die Konstante x = —a?.

Losung. Wir verwenden den Ansatz u(z,t) = v(t)w(z), und setzen in die gegebene
Gleichung ein.

Wir setzen jetzt beide Seiten gleich einer Konstante und verwenden dabei den Hinweis

Kk = —a?, also
W), 10()
w(x) 20(t)’

Wir 16sen zuerst die Gleichung nach v(t).

1 dv 9
e )
u(t) dt “
In(v(t)) = —2a% + &
v(t) = ce 207
Weiters l6sen wir die Gleichung nach w(x).
w”’(z) = —a’w(x)

w”(x) 4+ o?w(x) =0

Wir erhalten eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung, die wir mit Hilfe des Expo-
nentialansatzes 16sen, und erhalten

N +a?2=0s )= tia.

Dies liefert mit der Eulerschen Formel die Losung w(x) = ¢ cos(ax) 4 ¢ sin(ax):

Damit hat die gesamte Losung Form

ef2a2t (

u(z,t) =c ¢1 cos(aww) + o sin(ax))

= cre 27 cos(ax) + cpe 207 sin(au).



Durch Vergleich mit den Anfangs- und Randbedingungen ergibt sich ¢; = 0, ¢o = 2 und
a = 47, wodurch gilt ,
u(z,t) = 273%™ tsin(4m).

Gruppe B

Gegeben sei die Warmeleitungsgleichung der Form

1
Ugy = gutv
wobei u = u(z,t),0 < x < 1 und ¢t > 0. Zusétzlich sind Randbedingungen

u(0,t) = u(1,t) = 0 und die Anfangsbedingung u(z,0) = 3sin(4rz) gegeben.

Verwenden Sie den Separationsansatz und berechnen Sie damit die Lésung der gegebenen
Gleichung unter Beriicksichtigung der Anfangs- und Randbedingungen.
Hinweis: Die Konstante & ist negativ, setzen Sie daher die Konstante xk = —a?.

Losung.

u(z,t) = cre 3ot cos(ax) + oo 307t sin(ax)

u(x,t) = 3o 487t sin(4mx)



3. Gruppe A
Gegeben sei die Differentialgleichung

2ze® +y + a+ (22%e* +2) y = 0.

(a) Fir welche a € IR ist die Differentialgleichung exakt?

(b) Bestimmen Sie fiir a = 1 ein erstes Integral.
Loésung.

(a) Die Exaktheit iiberpriifen wir mit Hilfe der Integrabilitdtsbedingung. Es gilt

d
» (2x62y +y+a)= 4re®” +1 und
Y

d
T (2(13262y + m) = 4xe® + 1.
x

Also ist die Integrabilitdtsbedingung fiir alle a € IR erfiillt und die Differentialglei-
chung fir alle a € IR exakt.

(b) Zunéchst rechnen wir
/2xe2y +y+41de =22 +zy +x + 1 (y),

/2x2e2y +xdy = 22e® + xy + ca(2).

Damit erhalten wir als ein erstes Integral.
®(z,y) = 2%* +xy+2+C

Gruppe B & C
Gegeben sei die Differentialgleichung
2 3x 3x I
3y +y+ (2ye™ + x4+ a)y =0.
(a) Fiir welche a € R ist die Differentialgleichung exakt?
(b) Bestimmen Sie fiir @ = 1 ein erstes Integral.
Losung.

(a) Nachrechnen liefert, dass die Integrabilitatsbedingung wiederum fiir alle a € IR
erfiillt ist und die Differentialgleichung fiir alle a € IR exakt.

(b)
®(z,y) =y*e* +ay+y+C



4. Gruppe A & C

Sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fx, ge-
geben durch die Skizze

Ix

|

=
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(b)
()
(d) Gegeben seien die Ereignisse A = {0 < X < 2} und B = {Z < X < 2}. Berechnen
Sie P(B) und P(A|B).

Zeigen Sie, dass fx eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion darstellt.
Bestimmen Sie die zu fx gehorige Verteilungsfunktion Fx und skizzieren Sie diese.

Bestimmen Sie den Erwartungswert der Zufallsvariable X.

Losung.

(a) Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion kann man von der Skizze ablesen.

1 3
—lrx 43 zel0,2],
fx(fﬂ):{ o 2]
0, sonst.

Um zu zeigen, dass fx eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ist, ist
/ fx(x)de =1

nachzurechnen.

(b) Die Verteilungsfunktion im Intervall [0, 2] erhalten wir folgendermafen

0 x € (—00,0)
Fx(z) = 32— 22 2 €0,2]
1 x € (2,00)

Die Skizze ist auf der nachsten Seite zu finden.
(c)

> 21, 3 5
E(X) = zfx(z)de = ; 5 +Z:cda::6
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Gruppe B

Sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fx, ge-
geben durch die Skizze

fx
31
4 |
1 |
i |
0 2 7
(a) Zeigen Sie, dass fx eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion darstellt.
(b) Bestimmen Sie die zu fx gehorige Verteilungsfunktion Fy und skizzieren Sie diese.

)
)

(c) Bestimmen Sie den Erwartungswert der Zufallsvariable X.
)

(d) Gegeben seien die Ereignisse A = {0 < X < 2} und B = {2 < X < 2}. Berechnen
Sie P(B) und P(A|B).

Losung.

(a) Nachrechnen.

(b)
0 x € (—00,0)
Fx(z) = iz + 32® z€][0,2]
1 x € (2,00).






