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Pflichtbeispiel: Betrachten Sie die komplexe Darstellung der Lésung einer linearen Differen-
tialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten der Form

y(t) =1 e Pt 4 cpeiBt c1,co € C.

Wie miissen ¢; = Rec; +ilme; und ¢ = Reco + iIm ¢y gewahlt werden, sodass mit Koeffizi-
enten A, B € R die reelle Darstellung der Losung in der Form

y(t) = Acos(Bt) + Bsin(ft)

erhalten wird?
Hinweis. Nutzen Sie die Formel von Euler.

1. Betrachten Sie die Differentialgleichung
y =te’,

mit y = y(t).

(a) Verwenden Sie das Taylor-Polynom zu e* und geben Sie zwei losbare Approxima-
tionen der Differentialgleichung an. Berechnen Sie die Losung dieser Differential-
gleichungen jeweils fiir y(0) = 0.

(b) Losen Sie die urspriingliche Differentialgleichung mit der Methode des Trennens
der Variablen und vergleichen Sie die Losung mit jenen aus (a).

(c) Vergleichen Sie die Losungen qualitativ, indem Sie diese Funktionen fiir ¢ € [0, 2]

skizzieren.

2. Losen Sie die linearisierte Pendelgleichung fiir
©(0)=¢o und  $(0) =1

3. Gegeben sei ein frei geddmpfter Oszillator mit externer Kraft in der Form
F(t) = Fycos(wt), mit Fy konstant und wy = 1/%. Die erzwungene Schwingungsglei-
chung lautet nun

mi + di 4+ kx = Fy cos(wt).
(a) Geben Sie die allgemeine Losung der Schwingungsgleichung an.

(b) Zeigen Sie, dass die erzwungene Schwingung die maximale Amplitude erreicht, wenn

. . 2
die Frequenz die Form w = {/w? — 5% hat.
0 2m

Hinweis. Verwenden Sie fiir (a) den Ansatz x,(t) = A cos(wt) + Bsin(wt). Im Teil (b)
ist es vorteilhaft, die Identitét A cos(wt) + Bsin(wt) = R cos(wt — ¢) zu verwenden.

4. Gegeben ist die Funktion w : R? — R definiert durch w(z,y) = ln(g:v - %y) Bilden
Sie das totale Differential der Funktion w. Bestimmen Sie weiters welche der folgenden
Aussagen auf die Funktion w zutrifft und argumentieren Sie IThre Entscheidung.



(a) 2292 + 294 =0 (c) 2252 +y%2 =0
. Betrachten Sie fiir u = u(z,t) die (lineare) partielle Differentialgleichung (1. Ordnung)

der Form
TUy = Uy,

mit z € Rund ¢t € ]R(J)r . Losen Sie die Differentialgleichung mit Hilfe eines Separations-
ansatzes u(z,t) = v(t)w(x) fiir den Anfangswert u(x,0) = z + 223,

. Gegeben ist die folgende Differentialgleichung

t2u l =
t + xux = U.

Losen Sie die Differentialgleichung mit Hilfe eines Separationsansatzes u(z,t) = v(t)w(x)

fiir den Anfangswert u(0,1) = 1.

. Lésen Sie die Wellengleichung
Uy = gy

fiir z € [0,5] und ¢t € R*. Die Anfangs- und Randbedingungen lauten
u(0,t) = u(5,t) =0, u(z,0) =0, ut(z,0) = 5sin(mrzx).
. Sei @: R? — R mit ® = ®(z,y, 2).
(a) Zeigen Sie durch explizites Nachrechnen, dass
V- Vo =Ad

gilt.
(b) Sei ®(r) = ®(z,y,2) = |r| + 7 - r. Berechnen Sie V&, sowie A®P.



Losungen

1.

2.

. dw =

() = 5t%, y2(t) = exp(3t%) — 1, y(t) = —In[1 — 5¢*|

©(t) = L sin(wt) + @g cos(wt)

T w

- (a) wp(t) = Y cos(wt) + o e sin(wt)

k—mw?2)2+(dw)? w2)2+(dw)

5 2
bxr—2y dz — 5x—2ydy

- u(z,t) = zel + 22363

. u(z,t) = cexp (%xQ(l —1In(c)) — lngc))>

u(z,t) = 2 sin(mz) sin(27t)

V() = e 420, AR(r) =6+ &
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