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Aufgabe 1.
Gegeben ist die Funktion f: RT x Rt — R,

flx,y) =2+ 22y +4y*> —3Inz -3 Iny.

a) Bestimmen Sie den Gradienten und die Hessematrix von f. (1P)
b) In welchen Bereichen der Definitionsmenge ist die Funktion elliptisch, hyperbolisch bzw. parabolisch? (1P)
c) Berechnen Sie alle stationdren Punkte von f und geben Sie an, um welchen Typ es sich handelt. (2P)

Hinweis: Beachten Sie die Definitionsmenge von f.

d) Geben Sie die Taylorentwicklung von f(z,y) um die Stelle (1,1) bis zu den Termen zweiter Ordnung an (ohne
Restglied). (2P)

LOSUNG

a) Der Gradient und die Hessematrix von f sind

2.77Jr2yf§ 2+i2 2
x T
Vi(z,y) = 3 und Hy(z,y) = 3
2r + 8y — ~ 2 8+
Y Y

b) Aus
3 3
detHf(a:.,y):(Q—&— > (8+)—4>16—4:12>0

x2 1/2
———— ——
> 2 > 8

folgt, dass alle Punkte des Definitionsbereiches elliptische Punkte von f sind.

¢) Mit Vf(z,y) =0 erhilt man die stationdren Punkte aus

|eo

1) 2x+2y-—
2) 2048y-—

1

=0 = 222 + 22y —3 =0
=0 =  82+2y-3=0 [

< |w

207 — 8> =0 = 2°=4y> = 2=2y, da wegen Def. vonln z, y>0.

1
Einsetzen in 1.) oder 2.) liefert als einzige Losung den Punkt (1 ' 5
Weil det Hy(1,3) > 0 und fu.(1, %) > 0, handelt es sich beim Punkt um ein lokales Minimum.
d) Mit
fan =7 vian=|1 d man=|2 2
)= A A B AP =192 11

ist die Taylorentwicklung von f an der Stelle (1,1) bis zu den Termen 2. Ordnung

f(a:,y)%7—|—(m—1)—|—7(y—1)+g(m—1)2+2(x—1)(y—1)+%(y—1)2.



Aufgabe 2.
Gegeben ist die Abbildung f:R* — R? |

ycos(z)+x—3

f r,Y,z)= .
( ) 22 sin(z) —y+5
a) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix J¢(z,y, z) von f. (1P)
b) Zeigen Sie, dass das Gleichungssystem f(z,y,z) = 0 in einer Umgebung des Punktes (zo, 0, 20) = (—2,5,0) nach

(z,y) aufgelost werden kann. (2P)
¢) Bestimmen Sie fiir die implizit definierte Kurve (x(z),y(z)) die Ableitungen von z und y nach z im Punkt

(x07y0720) = (_275’0) (QP)
d) Bestimmen Sie fiir die implizit definierte Kurve (z(z),y(z)) die Gleichung der Tangente an der Stelle

(x(),y()aZO) = (727530)' (1P)
LOSUNG
a) Die Jacobi-Matrix f ist

_ 1 cosz —ysinz
Tr(@y,2) = [ 2rsinz  —1 ax2cosz ]

b) Die Jacobi-Matrix im Punkt (2o, yo, z0) = (=2, 5,0) ist

Mit
> f(_23530) = 07

> der Stetigkeit aller partiellen Ableitungen in R? und damit auch in einer Umgebung des Punktes (—2,5,0)
sowie

> der Regularitit der Matrix

of (11 of _
6(1‘,?]) (_2,570) = [ 0 —1 ] y da det (a(g‘,y) (_2,570)> - 1 7é 01

sind alle Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen erfiillt.
Das Gleichungssystem f(x,y,z) = 0 kann also in einer Umgebung des Punktes (—2,5,0) nach (x,y) aufgeldst
werden.

c) Als Folgerung des Satzes iiber implizite Funktionen erfiillt die Jacobi-Matrix w in einer Umgebung des
Punktes (20, Yo, 20) = (—2,5,0) die Gleichung

0f(@.y,2) | 0f(,y.2) O(x(2),y(2))
0z d(z,y) 0z

() ) ) e

woraus nach Losen des Gleichungssystems fiir 2/(0) = —4 und 3/(0) = 4 folgt.

=0.

Es gilt also

Implizite Differentiation der Koordinatenfunktionen von f nach z und Einsetzen des Punktes liefert das selbe
Gleichungssystem.

d) Fiir die Tangente in Parameterform gilt

)00 )= (5) () vem

Eliminieren des Parameters s fiihrt auf die Gleichung der Tangente t: =z 4y = 3. O



Aufgabe 3.

Zu bestimmen sind im Folgenden jene Punkte einer Ellipse, die zum Ursprung (0,0) maximalen oder minimalen
Abstand haben.

Die Gleichung der Ellipse lautet

322 +5xy+3y° =11.

a) Formulieren Sie das Problem als Extremwertaufgabe mit Nebenbedingung und lésen Sie die Aufgabe mit Hilfe der
Methode von Langrange. (4P)

b) Berechnen Sie die Abstinde der in Punkt a) gefundenen Punkte zum Ursprung, um zu entscheiden, ob es sich
jeweils um ein mogliches Maximum oder Minimum handelt.
Die Maximaleigenschaft bzw. Minimaleigenschaft der Losungen muss nicht bewiesen werden. (1P)

c) Wie lautet fiir die zu minimierende bzw. maximierende Funktion f (“Zielfunktion”) die Gleichung der Tangente an
die Niveaulinie N.(f) := {(z,9)|f(z,y) = f(z0,y0) = ¢} im Punkt (zo,yo) = (—1,1)? (1P)

LOSUNG

a) Mit dem Quadrat des Abstandes zum Ursprung als “Zielfunktion” f(z,y) = 22 + y*> und der Nebenbedingung
o(z,y) = 32? + 5xy + 3y? — 11 = 0 fiihrt die Methode der Langrange-Multiplikatoren auf

F(z,y,A) = f(z,y) + A p(z,y) = 2° +y° + A(32” + Say + 3y* — 11).

Da fiir alle Punkte, die die Nebenbedingung ¢(x,y) = 0 erfiillen, Vo(x,y) # (0,0) ist, sind alle moglichen Extrema
von f(z,y) unter der Nebenbedingung Losungen des Gleichungssystems

(1) F, = 2x+ X6z+5y)=0
(2) Fy, = 2y+Abx+6y) =0
(3) Fn = 32> +5zy+3y>—11=0.

Ausrechnen von A aus (1) und (2) und anschliefendes Gleichsetzen fiihrt auf 2?2 = y? und daher auf die zwei
Losungsfille ¢ = y und x = —y .

> Fiir = y folgt nach Einsetzen in (3)
32+ 5y +3y =11 = y==x1, ==L
Damit sind die mdglichen Extrema die Punkte P;(1,1) und Py(—1, —1).
> Fiir = —y folgt nach Einsetzen in (3)
3P =52 + 32 =11 = y=+V11, 2=7FV11.
Die méglichen Extrema sind also die Punkte P3(v/11,—+/11) und Py(—+/11,V/11).

b) Nachdem die Funktion f das Quadrat der Abstéinde der Punkte auf der Ellipse zum Ursprung beschreibt, sind die
Abstédnde von Py, Po, P3 und P, zum Ursprung

> /f(1,1)=+/f(-1,-1)=+v2 — P und P, sind die Minima (entsprechen den Nebenscheitelpunkten der
Ellipse) und

> \/]"(\E7 —/11) = \/f(—m, V11) =22 —  Psund P, sind die Maxima (entsprechen den Hauptschei-
telpunkten der Ellipse).

¢) Dain jedem Punkt x der Niveaulinie N.(f) die Tangente senkrecht zum Gradienten V f(x) ist, erfiillt die Tangente
an die Niveaulinie im Punkt xo = (xg,y0) = (—1, 1) die Gleichung

Vf(X()) . (X — X()) = 0 .
Folglich ist

fe(®o,y0)(® — x0) + fy(20,%0) (¥ —v0) = 0,
2@+1)+2y—-1) = 0,
und die Gleichung der Tangente daher t: —x +y = 2.

Wenn man als Zielfunktion den Abstand und nicht das Quadrat des Abstandes verwendet, erhilt man als Losung
die selbe Tangente.

O
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Aufgabe 1.
Gegeben ist die Funktion f: RT x Rt — R,

f(z,y) =92 +2zy+y* —61lnz — 6 Iny.

a) Bestimmen Sie den Gradienten und die Hessematrix von f. (1P)
b) In welchen Bereichen der Definitionsmenge ist die Funktion elliptisch, hyperbolisch bzw. parabolisch? (1P)
c) Berechnen Sie alle stationdren Punkte von f und geben Sie an, um welchen Typ es sich handelt. (2P)

Hinweis: Beachten Sie die Definitionsmenge von f.

d) Geben Sie die Taylorentwicklung von f(z,y) um die Stelle (1,1) bis zu den Termen zweiter Ordnung an (ohne
Restglied). (2P)

LOSUNG

a) Der Gradient und die Hessematrix von f sind

18.77Jr2yf§ 18+£2 2
% 7
Vi(x,y) = 6 und Hy(z,y) = 6
2242y — — 2 2+ —
) Y

b) Aus

6 6
daHﬂamz<m+J @*:J—4>%—4=”>0
T Y

> 18 > 2

folgt, dass alle Punkte des Definitionsbereiches elliptische Punkte von f sind.

¢) Mit Vf(z,y) =0 erhilt man die stationdren Punkte aus

[

1) 18z +2y—
2)  2m4+2y—

8

=0 = 1822 4+ 22y — 6 =10
=0 = 2242y —6=0 [

< o

1822 -2y =0 = 3*=92% = 4y =3z, dawegen Def.vonln z,y > 0.

1 3
Einsetzen in 1.) oder 2.) liefert als einzige Losung den Punkt (2 , 2).
Weil det Hp(1,2) > 0 und f,,(%,3) > 0, handelt es sich beim Punkt um ein lokales Minimum.

d) Mit

14

FLY) =12, V(L) = [ o ] und  Hy(1,1) = [ 22 ]

2 8
ist die Taylorentwicklung von f an der Stelle (1,1) bis zu den Termen 2. Ordnung

flz,y) =12+ 14(z—-1) -2y -1 +12(x—-1)?+2(x -y —1)+4(y—1)>2



Aufgabe 2.
Gegeben ist die Abbildung f:R* — R? |

x sin(z) —y + 2

f x,Y,z) = .
( ) y? cos(z) —z+4
a) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix J¢(z,y, z) von f. (1P)
b) Zeigen Sie, dass das Gleichungssystem f(z,y,z) = 0 in einer Umgebung des Punktes (zg, yo,20) = (8,2,0) nach
(z,y) aufgelost werden kann. (2P)
¢) Bestimmen Sie fiir die implizit definierte Kurve (x(z),y(z)) die Ableitungen von = und y nach z im Punkt
(1”0721072'0) = (87270) (QP)
d) Bestimmen Sie fiir die implizit definierte Kurve (z(z),y(z)) die Gleichung der Tangente an der Stelle
(I’o,yo,Z(]) = (8,270) (1P)
LOSUNG

a) Die Jacobi-Matrix von f ist
Tolln ) = sin z =1l T COS 2
Y E) T 21 2ycosz —y?sinz

b) Die Jacobi-Matrix im Punkt (zo, yo, 20) = (8,2,0) ist

Jf(8,2,0)=[_1 Lo

Mit
> f(8,2,0)=0,
> der Stetigkeit aller partiellen Ableitungen in IR® und damit auch in einer Umgebung des Punktes (8,2,0)

sowie

> der Regularitit der Matrix

8(?0{1/) (8,2,0) — [ o ] e (%(8’2’0)) =-1#0,

sind alle Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen erfiillt.
Das Gleichungssystem f(z,y,z) = 0 kann also in einer Umgebung des Punktes (8,2,0) nach (z,y) aufgeldst
werden.

0(z(2),y(2))

c¢) Als Folgerung des Satzes iiber implizite Funktionen erfillt die Jacobi-Matrix o

Punktes (20, Yo, 20) = (8,2,0) die Gleichung

of(x,y, 2) n of(x,y,z) 0(z(z),y(2))
0z d(x,y) 0z

o)+ (2 )

woraus nach Losen des Gleichungssystems fiir 2/(0) = 32 und y'(0) = 8 folgt.

in einer Umgebung des

Es gilt also

Implizite Differentiation der Koordinatenfunktionen von f nach z und Einsetzen des Punktes liefert das selbe
Gleichungssystem.

d) Fiir die Tangente in Parameterform gilt

()=(2) (5] =(3)++(2). vem

Eliminieren des Parameters s fiihrt auf die Gleichung der Tangente ¢: x — 4y = 0. O



Aufgabe 3.

Zu bestimmen sind im Folgenden jene Punkte einer Ellipse, die zum Ursprung (0,0) maximalen oder minimalen
Abstand haben.

Die Gleichung der Ellipse lautet

202 —3xy+29y°=7.

a) Formulieren Sie das Problem als Extremwertaufgabe mit Nebenbedingung und 1ésen Sie die Aufgabe mit Hilfe der
Methode von Langrange. (4P)

b) Berechnen Sie die Abstinde der in Punkt a) gefundenen Punkte zum Ursprung, um zu entscheiden, ob es sich
jeweils um ein mogliches Maximum oder Minimum handelt.
Die Maximaleigenschaft bzw. Minimaleigenschaft der Losungen muss nicht bewiesen werden. (1P)

c) Wie lautet fiir die zu minimierende bzw. maximierende Funktion f (“Zielfunktion”) die Gleichung der Tangente an
die Niveaulinie N.(f) := {(z,9)|f(z,y) = f(z0,y0) = ¢} im Punkt (zo,yo) = (1,2)? (1P)

LOSUNG

a) Mit dem Quadrat des Abstandes zum Ursprung als “Zielfunktion” f(z,y) = 22 + y*> und der Nebenbedingung
o(z,y) = 20% — 32y + 2y?> — 7= 0 fiihrt die Methode der Langrange-Multiplikatoren auf

Da fiir alle Punkte, die die Nebenbedingung ¢(x,y) = 0 erfiillen, V(x,y) # (0,0) ist, sind alle mdglichen Extrema
von f(z,y) unter der Nebenbedingung Losungen des Gleichungssystems

(1) F, = 2z+X4z—-3y)=0
(2) Fy = 2y+A(-3z+4y)=0
(3) Fn = 222 -3zy+24°-7=0.

Ausrechnen von A aus (1) und (2) und anschliekendes Gleichsetzen fiihrt auf z? = y? und daher auf die zwei
Losungsfille x =y und 2 = —y .

> Fiir x = y folgt nach Einsetzen in (3)
W -3+ 22 =7 = y=+V7, z==+VT

Damit sind die moglichen Extrema die Punkte Py (v/7,v7) und Po(—+/7, /7).
> Fiir x = —y folgt nach Einsetzen in (3)

202 +32+22°=7 = y=+1, z=7F1.
Die moglichen Extrema sind also die Punkte Ps(1,—1) und Py(—1,1).

b) Nachdem die Funktion f das Quadrat der Abstinde der Punkte auf der Ellipse zum Ursprung beschreibt, sind die
Abstdnde von Py, Po, P3 und P, zum Ursprung

> \/f(\ﬁ, \ﬁ) = \/f(—\ﬁ, —\ﬁ) =14 — P, und P sind die Maxima (entsprechen den Hauptscheitel-
punkten der Ellipse) und

>/ f(1,-1)=+/f(-1,1) =v2 —  P;und P sind die Minima (entsprechen den Nebenscheitelpunkten der
Ellipse).

¢) Dain jedem Punkt x der Niveaulinie N.(f) die Tangente senkrecht zum Gradienten V f(x) ist, erfiillt die Tangente
an die Niveaulinie im Punkt xg = (20,y0) = (1,2) die Gleichung

Vf(xo) - (x —x0) =0.
Folglich ist
fo(@o,y0)(z — 20) + fy(z0,y0)(y — %) = O,
2 -1)+4y—-2) = 0,
und die Gleichung der Tangente daher t: x 4 2y = 5.

Wenn man als Zielfunktion den Abstand und nicht das Quadrat des Abstandes verwendet, erhilt man als Losung
die selbe Tangente.

O



