
Institut für Analysis und Scienti�c Computing TU WienE.Weinmüller SS 2011ANALYS I S I I FÜR TPH, UE (103.091)1. Test (DO, 5. Mai 2011) / Gruppe weiÿ (mit Lösung )



Aufgabe 1.Gegeben ist die Funktion f : IR+ × IR+ → IR,
f(x, y) = x2 + 2 xy + 4 y2 − 3 ln x − 3 ln y .a) Bestimmen Sie den Gradienten und die Hessematrix von f . (1P)b) In welchen Bereichen der De�nitionsmenge ist die Funktion elliptisch, hyperbolisch bzw. parabolisch? (1P)c) Berechnen Sie alle stationären Punkte von f und geben Sie an, um welchen Typ es sich handelt. (2P)Hinweis: Beachten Sie die De�nitionsmenge von f .d) Geben Sie die Taylorentwicklung von f(x, y) um die Stelle (1, 1) bis zu den Termen zweiter Ordnung an (ohneRestglied). (2P)LÖSUNGa) Der Gradient und die Hessematrix von f sind

∇f(x, y) =





2x + 2y − 3

x

2x + 8y − 3

y





und Hf (x, y) =





2 +
3

x2
2

2 8 +
3

y2





.b) Aus
det Hf (x, y) =

(

2 +
3

x2

)

︸ ︷︷ ︸

> 2

(

8 +
3

y2

)

︸ ︷︷ ︸

> 8

−4 > 16 − 4 = 12 > 0folgt, dass alle Punkte des De�nitionsbereiches elliptische Punkte von f sind.c) Mit ∇f(x, y) = 0 erhält man die stationären Punkte aus
1.) 2x + 2y − 3

x
= 0 ⇒ 2x2 + 2xy − 3 = 0

2.) 2x + 8y − 3
y

= 0 ⇒ 8y2 + 2xy − 3 = 0

}

−

2x2 − 8y2 = 0 ⇒ x2 = 4y2 ⇒ x = 2y, da wegen Def. von ln x, y > 0.Einsetzen in 1.) oder 2.) liefert als einzige Lösung den Punkt (

1 ,
1

2

).Weil detHf (1, 1
2 ) > 0 und fxx(1, 1

2 ) > 0, handelt es sich beim Punkt um ein lokales Minimum.d) Mit
f(1, 1) = 7, ∇f(1, 1) =




1
7



 und Hf (1, 1) =




5 2
2 11



ist die Taylorentwicklung von f an der Stelle (1, 1) bis zu den Termen 2. Ordnung
f(x, y) ≈ 7 + (x − 1) + 7 (y − 1) +

5

2
(x − 1)2 + 2 (x − 1)(y − 1) +

11

2
(y − 1)2.



Aufgabe 2.Gegeben ist die Abbildung f : IR3 → IR2 ,
f(x, y, z) =





y cos(z) + x − 3

x2 sin(z) − y + 5



.a) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix Jf (x, y, z) von f . (1P)b) Zeigen Sie, dass das Gleichungssystem f(x, y, z) = 0 in einer Umgebung des Punktes (x0, y0, z0) = (−2, 5, 0) nach
(x, y) aufgelöst werden kann. (2P)c) Bestimmen Sie für die implizit de�nierte Kurve (x(z), y(z)) die Ableitungen von x und y nach z im Punkt
(x0, y0, z0) = (−2, 5, 0). (2P)d) Bestimmen Sie für die implizit de�nierte Kurve (x(z), y(z)) die Gleichung der Tangente an der Stelle
(x0, y0, z0) = (−2, 5, 0). (1P)LÖSUNGa) Die Jacobi-Matrix f ist

Jf (x, y, z) =




1 cos z −y sin z

2x sin z −1 x2 cos z



.b) Die Jacobi-Matrix im Punkt (x0, y0, z0) = (−2, 5, 0) ist
Jf (−2, 5, 0) =




1 1 0
0 −1 4



.Mit
⊲ f(−2, 5, 0) = 0 ,
⊲ der Stetigkeit aller partiellen Ableitungen in IR3 und damit auch in einer Umgebung des Punktes (−2, 5, 0)sowie
⊲ der Regularität der Matrix

∂f

∂(x, y)
(−2, 5, 0) =




1 1
0 −1



, da det

(
∂f

∂(x, y)
(−2, 5, 0)

)

= −1 6= 0,sind alle Voraussetzungen des Satzes über implizite Funktionen erfüllt.Das Gleichungssystem f(x, y, z) = 0 kann also in einer Umgebung des Punktes (−2, 5, 0) nach (x, y) aufgelöstwerden.c) Als Folgerung des Satzes über implizite Funktionen erfüllt die Jacobi-Matrix ∂(x(z),y(z))
∂z

in einer Umgebung desPunktes (x0, y0, z0) = (−2, 5, 0) die Gleichung
∂f(x, y, z)

∂z
+

∂f(x, y, z)

∂(x, y)

∂(x(z), y(z))

∂z
= 0 .Es gilt also 


0
4



+




1 1
0 −1








x′(0)
y′(0)



= 0 ,woraus nach Lösen des Gleichungssystems für x′(0) = −4 und y′(0) = 4 folgt.Implizite Di�erentiation der Koordinatenfunktionen von f nach z und Einsetzen des Punktes liefert das selbeGleichungssystem.d) Für die Tangente in Parameterform gilt



x

y



=




x0

y0



+ s




x′(z0)
y′(z0)



=




−2

5



+ s




−4

4



, s ∈ IR.Eliminieren des Parameters s führt auf die Gleichung der Tangente t : x + y = 3.



Aufgabe 3.Zu bestimmen sind im Folgenden jene Punkte einer Ellipse, die zum Ursprung (0, 0) maximalen oder minimalenAbstand haben.Die Gleichung der Ellipse lautet
3x2 + 5 x y + 3 y2 = 11 .a) Formulieren Sie das Problem als Extremwertaufgabe mit Nebenbedingung und lösen Sie die Aufgabe mit Hilfe derMethode von Langrange. (4P)b) Berechnen Sie die Abstände der in Punkt a) gefundenen Punkte zum Ursprung, um zu entscheiden, ob es sichjeweils um ein mögliches Maximum oder Minimum handelt.Die Maximaleigenschaft bzw. Minimaleigenschaft der Lösungen muss nicht bewiesen werden. (1P)c) Wie lautet für die zu minimierende bzw. maximierende Funktion f (�Zielfunktion�) die Gleichung der Tangente andie Niveaulinie Nc(f) := {(x, y)|f(x, y) = f(x0, y0) = c} im Punkt (x0, y0) = (−1, 1)? (1P)LÖSUNGa) Mit dem Quadrat des Abstandes zum Ursprung als �Zielfunktion� f(x, y) = x2 + y2 und der Nebenbedingung

ϕ(x, y) = 3x2 + 5xy + 3y2 − 11 = 0 führt die Methode der Langrange-Multiplikatoren auf
F (x, y, λ) = f(x, y) + λ ϕ(x, y) = x2 + y2 + λ(3x2 + 5xy + 3y2 − 11) .Da für alle Punkte, die die Nebenbedingung ϕ(x, y) = 0 erfüllen, ∇ϕ(x, y) 6= (0, 0) ist, sind alle möglichen Extremavon f(x, y) unter der Nebenbedingung Lösungen des Gleichungssystems

(1) Fx = 2x + λ(6x + 5y) = 0

(2) Fy = 2y + λ(5x + 6y) = 0

(3) Fλ = 3x2 + 5xy + 3y2 − 11 = 0 .Ausrechnen von λ aus (1) und (2) und anschlieÿendes Gleichsetzen führt auf x2 = y2 und daher auf die zweiLösungsfälle x = y und x = −y .
⊲ Für x = y folgt nach Einsetzen in (3)

3y2 + 5y2 + 3y2 = 11 ⇒ y = ±1 , x = ±1.Damit sind die möglichen Extrema die Punkte P1(1, 1) und P2(−1,−1).
⊲ Für x = −y folgt nach Einsetzen in (3)

3y2 − 5y2 + 3y2 = 11 ⇒ y = ±
√

11 , x = ∓
√

11 .Die möglichen Extrema sind also die Punkte P3(
√

11,−
√

11) und P4(−
√

11,
√

11).b) Nachdem die Funktion f das Quadrat der Abstände der Punkte auf der Ellipse zum Ursprung beschreibt, sind dieAbstände von P1, P2, P3 und P4 zum Ursprung
⊲

√

f(1, 1) =
√

f(−1,−1) =
√

2 → P1 und P2 sind die Minima (entsprechen den Nebenscheitelpunkten derEllipse) und
⊲

√

f(
√

11,−
√

11) =
√

f(−
√

11,
√

11) =
√

22 → P3 und P4 sind die Maxima (entsprechen den Hauptschei-telpunkten der Ellipse).c) Da in jedem Punkt x der Niveaulinie Nc(f) die Tangente senkrecht zum Gradienten ∇f(x) ist, erfüllt die Tangentean die Niveaulinie im Punkt x0 = (x0, y0) = (−1, 1) die Gleichung
∇f(x0) · (x − x0) = 0 .Folglich ist

fx(x0, y0)(x − x0) + fy(x0, y0)(y − y0) = 0,

−2(x + 1) + 2(y − 1) = 0,und die Gleichung der Tangente daher t : −x + y = 2.Wenn man als Zielfunktion den Abstand und nicht das Quadrat des Abstandes verwendet, erhält man als Lösungdie selbe Tangente.
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Aufgabe 1.Gegeben ist die Funktion f : IR+ × IR+ → IR,
f(x, y) = 9x2 + 2 xy + y2 − 6 ln x − 6 ln y .a) Bestimmen Sie den Gradienten und die Hessematrix von f . (1P)b) In welchen Bereichen der De�nitionsmenge ist die Funktion elliptisch, hyperbolisch bzw. parabolisch? (1P)c) Berechnen Sie alle stationären Punkte von f und geben Sie an, um welchen Typ es sich handelt. (2P)Hinweis: Beachten Sie die De�nitionsmenge von f .d) Geben Sie die Taylorentwicklung von f(x, y) um die Stelle (1, 1) bis zu den Termen zweiter Ordnung an (ohneRestglied). (2P)LÖSUNGa) Der Gradient und die Hessematrix von f sind

∇f(x, y) =





18x + 2y − 6

x

2x + 2y − 6

y





und Hf (x, y) =





18 +
6

x2
2

2 2 +
6

y2





.b) Aus
det Hf (x, y) =

(

18 +
6

x2

)

︸ ︷︷ ︸

> 18

(

2 +
6

y2

)

︸ ︷︷ ︸

> 2

−4 > 36 − 4 = 32 > 0folgt, dass alle Punkte des De�nitionsbereiches elliptische Punkte von f sind.c) Mit ∇f(x, y) = 0 erhält man die stationären Punkte aus
1.) 18x + 2y − 6

x
= 0 ⇒ 18x2 + 2xy − 6 = 0

2.) 2x + 2y − 6
y

= 0 ⇒ 2y2 + 2xy − 6 = 0

}

−

18x2 − 2y2 = 0 ⇒ y2 = 9x2 ⇒ y = 3x, da wegen Def. von ln x, y > 0.Einsetzen in 1.) oder 2.) liefert als einzige Lösung den Punkt (
1

2
,

3

2

).Weil detHf ( 1
2 , 3

2 ) > 0 und fxx( 1
2 , 1

2 ) > 0, handelt es sich beim Punkt um ein lokales Minimum.d) Mit
f(1, 1) = 12, ∇f(1, 1) =




14
−2



 und Hf (1, 1) =




24 2
2 8



ist die Taylorentwicklung von f an der Stelle (1, 1) bis zu den Termen 2. Ordnung
f(x, y) ≈ 12 + 14 (x − 1) − 2 (y − 1) + 12 (x − 1)2 + 2 (x − 1)(y − 1) + 4 (y − 1)2.



Aufgabe 2.Gegeben ist die Abbildung f : IR3 → IR2 ,
f(x, y, z) =





x sin(z) − y + 2

y2 cos(z) − x + 4



.a) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix Jf (x, y, z) von f . (1P)b) Zeigen Sie, dass das Gleichungssystem f(x, y, z) = 0 in einer Umgebung des Punktes (x0, y0, z0) = (8, 2, 0) nach
(x, y) aufgelöst werden kann. (2P)c) Bestimmen Sie für die implizit de�nierte Kurve (x(z), y(z)) die Ableitungen von x und y nach z im Punkt
(x0, y0, z0) = (8, 2, 0). (2P)d) Bestimmen Sie für die implizit de�nierte Kurve (x(z), y(z)) die Gleichung der Tangente an der Stelle
(x0, y0, z0) = (8, 2, 0). (1P)LÖSUNGa) Die Jacobi-Matrix von f ist

Jf (x, y, z) =




sin z −1 x cos z

−1 2y cos z −y2 sin z



.b) Die Jacobi-Matrix im Punkt (x0, y0, z0) = (8, 2, 0) ist
Jf (8, 2, 0) =




0 −1 8

−1 4 0



.Mit
⊲ f(8, 2, 0) = 0 ,
⊲ der Stetigkeit aller partiellen Ableitungen in IR3 und damit auch in einer Umgebung des Punktes (8, 2, 0)sowie
⊲ der Regularität der Matrix

∂f

∂(x, y)
(8, 2, 0) =




0 −1

−1 4



, da det

(
∂f

∂(x, y)
(8, 2, 0)

)

= −1 6= 0,sind alle Voraussetzungen des Satzes über implizite Funktionen erfüllt.Das Gleichungssystem f(x, y, z) = 0 kann also in einer Umgebung des Punktes (8, 2, 0) nach (x, y) aufgelöstwerden.c) Als Folgerung des Satzes über implizite Funktionen erfüllt die Jacobi-Matrix ∂(x(z),y(z))
∂z

in einer Umgebung desPunktes (x0, y0, z0) = (8, 2, 0) die Gleichung
∂f(x, y, z)

∂z
+

∂f(x, y, z)

∂(x, y)

∂(x(z), y(z))

∂z
= 0 .Es gilt also 


8
0



+




0 −1

−1 4








x′(0)
y′(0)



= 0 ,woraus nach Lösen des Gleichungssystems für x′(0) = 32 und y′(0) = 8 folgt.Implizite Di�erentiation der Koordinatenfunktionen von f nach z und Einsetzen des Punktes liefert das selbeGleichungssystem.d) Für die Tangente in Parameterform gilt



x

y



=




x0

y0



+ s




x′(z0)
y′(z0)



=




8
2



+ s




32
8



, s ∈ IR.Eliminieren des Parameters s führt auf die Gleichung der Tangente t : x − 4y = 0.



Aufgabe 3.Zu bestimmen sind im Folgenden jene Punkte einer Ellipse, die zum Ursprung (0, 0) maximalen oder minimalenAbstand haben.Die Gleichung der Ellipse lautet
2x2 − 3x y + 2 y2 = 7 .a) Formulieren Sie das Problem als Extremwertaufgabe mit Nebenbedingung und lösen Sie die Aufgabe mit Hilfe derMethode von Langrange. (4P)b) Berechnen Sie die Abstände der in Punkt a) gefundenen Punkte zum Ursprung, um zu entscheiden, ob es sichjeweils um ein mögliches Maximum oder Minimum handelt.Die Maximaleigenschaft bzw. Minimaleigenschaft der Lösungen muss nicht bewiesen werden. (1P)c) Wie lautet für die zu minimierende bzw. maximierende Funktion f (�Zielfunktion�) die Gleichung der Tangente andie Niveaulinie Nc(f) := {(x, y)|f(x, y) = f(x0, y0) = c} im Punkt (x0, y0) = (1, 2)? (1P)LÖSUNGa) Mit dem Quadrat des Abstandes zum Ursprung als �Zielfunktion� f(x, y) = x2 + y2 und der Nebenbedingung

ϕ(x, y) = 2x2 − 3xy + 2y2 − 7 = 0 führt die Methode der Langrange-Multiplikatoren auf
F (x, y, λ) = f(x, y) + λ ϕ(x, y) = x2 + y2 + λ(2x2 − 3xy + 2y2 − 7) .Da für alle Punkte, die die Nebenbedingung ϕ(x, y) = 0 erfüllen, ∇ϕ(x, y) 6= (0, 0) ist, sind alle möglichen Extremavon f(x, y) unter der Nebenbedingung Lösungen des Gleichungssystems

(1) Fx = 2x + λ(4x − 3y) = 0

(2) Fy = 2y + λ(−3x + 4y) = 0

(3) Fλ = 2x2 − 3xy + 2y2 − 7 = 0 .Ausrechnen von λ aus (1) und (2) und anschlieÿendes Gleichsetzen führt auf x2 = y2 und daher auf die zweiLösungsfälle x = y und x = −y .
⊲ Für x = y folgt nach Einsetzen in (3)

2y2 − 3y2 + 2y2 = 7 ⇒ y = ±
√

7 , x = ±
√

7.Damit sind die möglichen Extrema die Punkte P1(
√

7,
√

7) und P2(−
√

7,−
√

7).
⊲ Für x = −y folgt nach Einsetzen in (3)

2y2 + 3y2 + 2y2 = 7 ⇒ y = ±1 , x = ∓1 .Die möglichen Extrema sind also die Punkte P3(1,−1) und P4(−1, 1).b) Nachdem die Funktion f das Quadrat der Abstände der Punkte auf der Ellipse zum Ursprung beschreibt, sind dieAbstände von P1, P2, P3 und P4 zum Ursprung
⊲

√

f(
√

7,
√

7) =
√

f(−
√

7,−
√

7) =
√

14 → P1 und P2 sind die Maxima (entsprechen den Hauptscheitel-punkten der Ellipse) und
⊲

√

f(1,−1) =
√

f(−1, 1) =
√

2 → P3 und P4 sind die Minima (entsprechen den Nebenscheitelpunkten derEllipse).c) Da in jedem Punkt x der Niveaulinie Nc(f) die Tangente senkrecht zum Gradienten ∇f(x) ist, erfüllt die Tangentean die Niveaulinie im Punkt x0 = (x0, y0) = (1, 2) die Gleichung
∇f(x0) · (x − x0) = 0 .Folglich ist

fx(x0, y0)(x − x0) + fy(x0, y0)(y − y0) = 0,

2(x − 1) + 4(y − 2) = 0,und die Gleichung der Tangente daher t : x + 2y = 5.Wenn man als Zielfunktion den Abstand und nicht das Quadrat des Abstandes verwendet, erhält man als Lösungdie selbe Tangente.


