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Aufgabe 1.
Gegeben ist das folgende Anfangswertproblem:

o' (t) = f(x(t),t) mit f(x(t),t) =3t2x(t), zo=20)=1, t>0.

a) Berechnen Sie eine Néherungslosung fiir z(¢), indem Sie mindestens 3 Schritte der Fixpunktite-
ration

t
Tpi1(t) == zo + / f(zn(s),s)ds, n >0,
0
durchfiihren, d.h. berechnen Sie x;(t) fiir i = 1,2, 3. (4P)

b) Stellen Sie mit Hilfe der in Punkt a) gefundenen Ndherungslésung eine Vermutung fiir die n—te
Néherungslosung x,,(t) sowie fiir z(t) als Grenzwert der Funktionenfolge {z,(t)} an. Zeigen Sie,
dass die so gefundene Losung z(t) Losung des Anfangswertproblemes ist. (2P)

LOSUNG

a) Die ersten 3 Niaherungslosungen lauten

t t t
1 (t) = x0+/f(x0,s)ds:x0+/332x0ds:1+/352ds
0 0 0
= 1+t
t t
zo(t) = xo+ f(xl(s),s)ds:xo—I—/ 3s%w1(s)ds
0 0
t

t
= 1+/ 352(1+53)ds:1+/(3$2+355)d5
0 0

, 10
= 1++ -,

2
r3(t) = x0+/0 f(xg(s),s)ds:x0+/o 3s? zo(s) ds

t 6 t
3
:1ﬁ/%%+§+%mﬁﬂ+/wﬁww+§ﬂm
0 0
5 6 t9
= 1+8834+ -4 =,
S+ g

b) Die Vermutung fiir die n—te Naherungslosung z,,(¢) und damit fiir z(¢) ist

n t3k n (t3)k ) (t3)k 3
z,(t) = i Z X — x(t) = Jirgoxn(t) = Z =
— Kk !

k=0 ’ k=0

Mit z(t =0) = 1 ist einmal die Anfangsbedingung richtig. Ableiten von z(¢) und Einsetzen in
obige Differentialgleichung, \
o' (t) = 3t%e" = 3t%x(t),

bestétigt, dass x(t) = e’ die Differentialgleichung erfiillt und somit Losung des Anfangswertpro-
blemes ist.

]



Aufgabe 2
Gegeben ist die Funktion f:[—27,271) - R |

flz)=2x—m.
a) Berechnen Sie die trigonometrische Fourierreihe der 47-periodisch fortgesetzten Funktion f. (5P)

b) Geben Sie an, an welchen Stellen z € R die Fourierreihe punktweise gegen die periodisch fortge-
setzte Funktion f konvergiert. (1P)

LOSUNG

a) Nachdem f(x) = 22 — 7 einer Streckung der Funktion ¢g(z) = z um den Faktor 2 und einer
Verschiebung um —m entspricht, geniigt es, die im Intervall von a = —27 bis b = 27 ungerade
Funktion g(z) = z in eine Fourierreihe zu entwickeln, um anschliefiend auf die Fourierreihe von f
zu schliefien.

Die Intervalllinge b—a ist 47. Die Fourierreihe von g¢(z) = z ist aus Symmetriegriinden eine
“Sinusreihe”. Fiir £ € IN, k > 0, sind die Fourierkoeffizienten also

Qo )
ap =
. 2kmx 2 (7 kx 2 T kx
b, = - / smb_adx | 1‘81117(215(7 EQ/ xsm7dx
1 2 kx /27r LA
= — — COS — — ——cos — | do
o TR ; K2
1 2 2 22 e
= - [2% (_E cos(lm)) —(0) (_E COS(O)) +EE sin—x ) ]
=0 =0
1 [ 4r 4 4
= - {—? Cos(kﬂ)] = —Ecos(lm) = _E(_l) .

und fiir f(z) = —7 4+ 2 g(x) somit

f(x) ~ —7r—8§: (=1 sinkg .
k=1

Ohne Ausnutzen der Superposition fiihrt die Berechnung aller Fourierkoeffizienten fiir f auf

ag = —2m, ap = 0 und b, = —% (—1)* fiir K € IN, k > 0, und schlussendlich auf das gleiche

Ergebnis.

b) Die trigonometrische Fourierreihe konvergiert punktweise gegen die periodisch fortgesetzte Funk-
tion f fir alle x € R\ {27 + 4kw |k € Z}, da an den Sprungstellen z, = 27 + 4km, k € Z, das
arithmetische Mittel aus links- und rechtsseitigem Grenzwert w = —m # —5m = f(xy)
ist.

]



Aufgabe 3.

Gegeben sind die komplexe Funktion f: B — € (B ist der groftmoglichste Definitionsbereich von f
in der Menge der komplexen Zahlen z € C),
2242241
f(z) = -3

iZ—T
1

und die beiden geschlossenen Kurven C; und C5 (positive Orientierung), wobei
> Cy der Kreis C, :={2z€ C : |z+3| =1} und

> (5 das Rechteck mit den Eckpunkten —2 47 und 2 ¢ ist.

a) Berechnen Sie das Kurvenintegral fol f(2)dz mit Hilfe einer geeigneten Parameterisierung des
Kreises Cf. (3P)

b) Losen Sie das Integral 5901 f(2)dz unter Zuhilfenahme einer geeigneten Integrationsmethode ohne
den Kreis C} zu parameterisieren. (2P)

c) Bestimmen Sie die Losung des Integrals §. f(2)dz (genaue Argumentation der Vorgehensweise!).
(1P)

LOSUNG

a) Mit Hilfe der Parameterdarstellung des Kreises C; mit Mittelpunkt zp = —3 und Radius r = 1,

z=z+re¥=-3+e¥ = dz=ie¥dyp, 0< ¢ <2m,

ist
242241 1 [ 22+22+1 1 [P (=3+e¥)24+2(=3+e¥)+1
]{%dz: _'fidz:_'/ ( +e)+§ TN AL e gy
ch iZ—T 1 o) Z+3 2 0 _3+€<'0+3
i
me , 1 5. 4 2
= / ¥ —4e¥ +4dp=—e* — —e¥ +4p| =8r.
0 21 1 0
b) Zum Beispiel mit Hilfe der Cauchy’schen Integralformel erhélt man die Losung
242 1 1 242 1 1
]{%dz:—,]{ idz:27rz'—,(22+22—|—1) =8,
Cy P 1 Cy z + 3 1 z=—3
i
da die Polstelle bei z = —3 innerhalb des vom Kreis C'; berandeten Gebietes liegt.
¢) Da die Polstelle z = —3 auferhalb des vom Rechteck Cy berandeten Gebietes liegt, ist f in

einem Gebiet, in dem die geschlossene Kurve Cy verlduft, differenzierbar. Laut dem Cauchy’schen

Integralsatz gilt daher
242 1
7{ CELLLR Y
C2 gz — -
?
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Aufgabe 1.
Gegeben ist das folgende Anfangswertproblem:

2(t) = f(z(t),t) mit f(z(t),t) =2tx(t), zo=x(0)=1, ¢>0.

a) Berechnen Sie eine Néherungslosung fiir z(¢), indem Sie mindestens 3 Schritte der Fixpunktite-
ration

t
Tpi1(t) == zo + / f(zn(s),s)ds, n >0,
0
durchfiihren, d.h. berechnen Sie x;(t) fiir i = 1,2, 3. (4P)

b) Stellen Sie mit Hilfe der in Punkt a) gefundenen Ndherungslésung eine Vermutung fiir die n—te
Néherungslosung z,,(t) sowie fiir z(t) als Grenzwert der Funktionenfolge {z,(t)} an. Zeigen Sie,
dass die so gefundene Losung z(t) Losung des Anfangswertproblemes ist. (2P)

LOSUNG

a) Die ersten 3 Niaherungslosungen lauten

t t t
1 (t) = a:o—l—/f(xo,s)d3:170+/23x0ds:1+/ 2sds
0 0 0
= 141,
¢ t
zo(t) = w0+ f(xl(s),s)ds:xo—i—/ 2sx1(s)ds
0 0
¢

t
= 1+/ 25(1+32)ds:1+/(25—|—253)d5
0 0

t4
= 1+ + -,

2
z3(t) = xo+ [ f(z2(s),s)ds =z +/ 2s5(s)ds
0 0

4 t
— 1+/ 25(1+s2+%)ds:1+/(23+233+85)d3
0 0
) 4 t6
= 1+ —4+—.
S+ g

b) Die Vermutung fiir die n—te Naherungslosung z,,(¢) und damit fiir z(¢) ist

zy(t) = tk—' — Z (tk') — z(t) = lim z,(t) = Z (tk') — et
— k! !

n—oo

k=0 ’ k=0

Mit z(t =0) = 1 ist einmal die Anfangsbedingung richtig. Ableiten von z(¢) und Einsetzen in
obige Differentialgleichung, .
2'(t) = 2te” =2t x(t),

bestétigt, dass x(t) = e’ die Differentialgleichung erfiillt und somit Losung des Anfangswertpro-
blemes ist.

]



Aufgabe 2
Gegeben ist die Funktion f: (=27, 27] - R ,

flz)=-3z+m7.

a) Berechnen Sie die trigonometrische Fourierreihe der 47-periodisch fortgesetzten Funktion f. (5P)

b) Geben Sie an, an welchen Stellen z € R die Fourierreihe punktweise gegen die periodisch fortge-

setzte Funktion f konvergiert. (1P)
LOSUNG
a) Nachdem f(z) = —3x + 7 einer Streckung der Funktion g(z) = z um den Faktor -3 und einer
Verschiebung um 4+ entspricht, geniigt es, die im Intervall von a = —27 bis b = 27 ungerade

Funktion g(z) = z in eine Fourierreihe zu entwickeln, um anschliefiend auf die Fourierreihe von f
zu schliefien.

Die Intervalllinge b—a ist 47. Die Fourierreihe von g¢(z) = z ist aus Symmetriegriinden eine
“Sinusreihe”. Fiir £ € IN, k£ > 0, sind die Fourierkoeffizienten also

Qo )
ap —
. 2kmx 2 (7 kx 2 T kx
b, = - / smb_adx i | 1‘81117(215(7 EQ/ xsm7dx
1 2 kx /27r LA
= - — COoS — — ——cos— | dz
PR . k2
1 2 2 22 kaz|®"
= - [2% (_E cos(lm)) — (0) (_E COS(O)) +EE sin—x i ]
=0 =0
1 [ 4r 4 4
= - {—? Cos(kﬂ)] = —Ecos(lm) = _E(_l) :

Die trigonometrische Fourierreihe von g(x) ist

g(w) ~ 5 0+ Z |:Clk cos blmx + by, sin Qkﬁx} i [ } sin 7 ,
=il

und fiir f(z) =7 — 3 ¢g(x) somit

SlIl— .

N7T+1QZ

Ohne Ausnutzen der Superposition fiihrt die Berechnung aller Fourierkoeffizienten fiir f auf
ag = 2w, a = 0 und b, = % (=1)* fiir k € N, k > 0, und schlussendlich auf das gleiche

Ergebnis.

Die trigonometrische Fourierreihe konvergiert punktweise gegen die periodisch fortgesetzte Funk-
tion f fir alle x € R\ {27 + 4kw |k € Z}, da an den Sprungstellen =y = 27 + 4km, k € Z, das
arithmetische Mittel aus links- und rechtsseitigem Grenzwert w =7 # —bn = f(x)
ist.

]



Aufgabe 3.

Gegeben sind die komplexe Funktion f: B — € (B ist der groftmoglichste Definitionsbereich von f
in der Menge der komplexen Zahlen z € €),

22—-32—-1
fle)=————,
2Z+T
i

und die beiden geschlossenen Kurven C; und Cy (positive Orientierung), wobei
> Cp der Kreis Cy :={z€ C : |z—2| =1} und
> (5 das Rechteck mit den Eckpunkten —1 4+ 24 und 1 4+ 24 ist.

a) Berechnen Sie das Kurvenintegral f(h f(2)dz mit Hilfe einer geeigneten Parameterisierung des
Kreises C}. (3P)

b) Losen Sie das Integral 3%1 f(2)dz unter Zuhilfenahme einer geeigneten Integrationsmethode ohne
den Kreis C) zu parameterisieren. (2P)

c¢) Bestimmen Sie die Losung des Integrals 5%2 f(z)dz (genaue Argumentation der Vorgehensweise!).
(1P)

LOSUNG

a) Mit Hilfe der Parameterdarstellung des Kreises C; mit Mittelpunkt zp = 2 und Radius r = 1,

z=zg+re¥ =2+¢e% = dz=ie%dp, 0< ¢ <2,

ist
2-3z-1 1 2-3z-1 1 [ (2+e%)?2—302+e%) -1,
% %dz — ——f Ldz:__./ ( e ) ( te ) Z'el‘Pdgp
o 2i+ 2 i Jo, 22 t Jo M p @0 — )
1
o 4 1 .. 1 . 2
_ _/ 621¢+€Z(’0—3dg0:—(—,62“'04‘—,6“0_3()0) = 0.
0 21 1 o
b) Zum Beispiel mit Hilfe der Cauchy’schen Integralformel erhélt man die Losung
2_32-1 1 2_32-1 1
Jqf%dz:——,]{ L 4y =2m (——,) (2—3:-1)| =6n,
1 204 = i Joy, 22 i =2
?

da die Polstelle bei z = 2 innerhalb des vom Kreis C'; berandeten Gebietes liegt.

¢) Da die Polstelle z = 2 auferhalb des vom Rechteck Cy berandeten Gebietes liegt, ist f in ei-
nem Gebiet, in dem die geschlossene Kurve Cy verlauft, differenzierbar. Laut dem Cauchy’schen

Integralsatz gilt daher
2-32-1
[ R
Co 29+ —
i



