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e Aufgabe 1. Gegeben sei das Skalarfeld f: R? — R: flz,y) =2 +4ay +y* +5

a) (i) Berechnen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von f. a): 1.5 P.
(ii) Geben Sie die quadratische Taylor-Entwicklung an der Stelle (0,0) an.

(iii) Geben Sie eine Darstellung fiir die Tangentialebene von f an der Stelle (0,0) an.

i 3x%+4 6z 4
) V= o Z ) H = ‘
4o+ 3y 4 6y
(if) Fla,y) = £(0,0) + V£(0,0) + & (x,9) - H(0,0) - (z,y) = 5+ 4y
(Dies liest man auch direkt aus der Definition von f ab.)
(i) T(r,y) =5
b) (i) Geben Sie alle stationdren Punkte von f samt ihrem Typ an. b): 1.5 P.

(ii) Geben Sie y so an, dass (1,y) ein parabolischer Punkt von f ist.

(i) (x,y)=1(0,0), Sattelpunkt (H indefinit)
(z,y) = (—5,—3), lokales Maximum (H negativ definit)

(ii)) Es muss gelten det H(1,y) =0 = y=4/9

c) (i) Fir welche (z,y) = (&, n) ldsst sich die durch (§,n) verlaufende Niveaulinie von f
(i1) mnicht lokal nach x parametrisieren (y = y(x)), bzw. c): 3 P.
(i2) mnicht lokal nach y parametrisieren (z = z(y)) ?

(i3) weder nach x noch nach y? Was passiert an diesen Stellen?

(ii) Geben Sie explizite Formelausdriicke fiir die Ableitungen y'(z) bzw. 2/(y) an beliebigen Stellen
(&,n) an, an denen die betreffende Auflésungsfunktion y(z) bzw. x(y) ezistiert. Geben sie auch die
beiden Werte konkret an der Stelle (£,7) = (1,0) an.

(i) Niveaulinie: implizit definiert durch f(z,y) = f(&,n) = const.
(i1) Falls gilt f,(&,n) =0, d.h. & = =27
(i2) Falls gilt f,(&,n) =0, d.h. np= -3¢
(i3) Falls gilt Vf(&,n) =0, d.h. an den stationdren Punkten (siehe b))
(Niveaulinie entartet zu singuldrem Punkt)
(ii) Implizit differenzieren:
fy#0: 0= flz.y@) = fu+ fyf = y(@)=-Li/fy
fo#0: 0= fa(y),y) = fu! + f, = &) =~1)/f
mit f,, f, aus a). An (§,7) = (1,0): y'(1) ==3/4, 2/(0) = —4/3




) u+v+w
e Aufgabe 2. Gegeben sei das Vektorfeld f: R® — R?: flu,v,w) = [ e ]
u+v* 4w

a) (i) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix von f. a): 1.5 P.

(ii) Geben Sie die Linearisierung von f an der Stelle (ug, vy, wg) = (1,1,1) explizit in Form eines
Vektorfeldes T': R® — R? an.

(i) [1 11 ]
J =

1 2v 3w?

(11) U — Ug
T(u,v,w) = f(ug,vo, wo) + J(ug, vo, wp) - [ v — ]

w — Wy
3 111 u—l utv+w
= + lv—11|=
3 1 2 3 w—1 u+2v+3w—3

(mit 71 (u, v, w) = f1(u,v,w), da fi(u,v,w) linear).

impliziert definierte Kurve im R? in einer Umgebung der

b) Lésst sich die durch f(u,v,w) = [ 8 ]
b): 2 P.

Stelle ! (ug, vo, wo) = (0,0,0) nach w parametrisieren? (Begriindung angeben!)

Betrachte partielle Jacobi-Matrix an der Stelle (0,0,0):

of (1 1) (11 ;
Ou,v) |1 20) |10 o restiat

= lokal auflosbar nach u,v: u = u(w), v = v(w).

¢) Schreiben Sie die Bedingungsgleichungen dafiir an, dass — bei Variation des Punktes (u, v, w) entlang

der geméf b) definierten Kurve — die u- Koordinate ein lokales Extremum aufweist. c): 2.5 P.
Mit der Lagrange-Funktion
F(u,v,w, A1, A2) = @(u, v, w) + A1 fi(w, v, w) + Ao fou, v, w)
=u+ M (u+v+w)+ A (u+ 0> +w?)
lautet das zugehorige Lagrange-System:
OF
— =1+XA+X=0
ou
oF
- = )\1 + 2 )\2 v=20
ov
OF
-_— = /\1+3)\2w2 =0
ow
or _ +v+w=0
o u+v+w=
oF f
07)\2 = Uu -+ U2 + wd — O

1Es gilt £(0,0,0) = (0,0).



e Aufgabe 3. Gegeben sei das lineare Funktional f: (C[0,2], || - [|s) — R,

flz) = /02 z(t)e ' dt

a) Zeigen Sie: f ist stetig. (Schreiben Sie ihren Beweis in das Kéastchen.) a): 2.5 P.
Es gilt
2 2 2
/()] = | / w(t)e ]| < [ max fo(r)| - e dt = / et dt - alloo = (1 - %) oo
0 0 TE [0,2] 0 B

Daher ist f beschrankt: |f(z)] < K ||2]/s, mit K =1 — 6%

= [ ist stetig.

b) Sei f wie unter a) definiert. b): 3.5 P.
Geben Sie fiir beliebiges © € C[0, 2| eine Abschétzung der Gestalt

[F(X] < Llzfloo

an, wobei X € C[0,2] definiert ist als

Wie lautet die Konstante L ?

Mit a) gilt (K =1 — %)

e

[f(X)] < K[| X|o = K max [X(t)]
te0,2]

/Ot (7) dT(

¢
< K max / |z(7)| dr
0

t€0,2]

< K max
t€[0,2]

2
SK/ lz(7)]dr < 2K ||7|| ,
0

also L=2K =2- 2. (Esgilt auch |f(X)| < K ||z]:.)
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2u+ v —
e Aufgabe 1. Gegeben sei das Vektorfeld g: R® — R?: g(u,v,w) = [ 3u ! u; ]
U+ v+ w

a) (i) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix von g. a): 1.5 P.

(ii) Geben Sie die Linearisierung von g an der Stelle (ug, vo, wo) = (1,0, 1) explizit in Form eines
Vektorfeldes T: R? — R? an.

(i) 2 1 -1
J = )
3u 1 2w
(11) U — Up
T<u7/U7 U}) - g<u07 Vo, wO) + :](Uo, Vo, wO) ' U — o
w — Wy

1 2 1 —1 u—1 2u+ v —w
2 31 2 w—1 3u+v+2w—3

(mit Ty (u, v, w) = g1 (u,v,w), da g;(u, v, w) linear).

b) Lésst sich die durch g(u,v,w) = [ 8 ] impliziert definierte Kurve im R? in einer Umgebung der
b): 2 P.

Stelle (ug, vo, wg) = (0,0,0) nach u parametrisieren? (Begriindung angeben!)

Betrachte partielle Jacobi-Matrix an der Stelle (0,0,0):

g (1 -1 (1 -1 s
o) |1 2071 0 ... reguldr

= lokal auflosbar nach v,w: v =wv(u), w = w(u).

¢) Schreiben Sie die Bedingungsgleichungen dafiir an, dass — bei Variation des Punktes (u, v, w) entlang
der geméB b) definierten Kurve — die v- Koordinate ein lokales Extremum aufweist. c): 2.5 P.

Mit der Lagrange-Funktion
Fu,v,w, A1, M) = (u, v,w) + Ay g1(u, v, w) + Ag ga(u, v, w)
= v+ M Qutv—w)+ X (v +v+w?)
lautet das zugehorige Lagrange-System:
oF
-_— = 2)\1 +3)\2U2 =0
ou
oF
— =1 + )\1 + )\2 =0
v
F
07 = *)\1%2)\211}:0
ow
oF
87)\1 =2u +v—-—w= 0
oF
87)\2 :U3+/U+w2:0

1Es gilt ¢(0,0,0) = (0,0).



e Aufgabe 2. Gegeben sei das Skalarfeld g: R? — R: | g(z,y) =22° + 32y + 2y +6

a) (i) Berechnen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von g.
(ii) Geben Sie die quadratische Taylor-Entwicklung an der Stelle (0,0) an.
(iii) Geben Sie eine Darstellung fiir die Tangentialebene von g an der Stelle (0,0) an

a): 1.5 P.

i 62243 12z 3
3z+6y 3 12y

(i1) g(x,y) = 9(0,0) + Vg(0,0) + § (z,) - H(0,0) - (v,y) =6 + 3y

(Dies liest man auch direkt aus der Definition von g ab.)

(iii) T(x,y) =6

b) (i) Geben Sie alle stationdren Punkte von g samt ihrem Typ an.

(ii)) Geben Sie y so an, dass (1,y) ein parabolischer Punkt von g ist.

b): 1.5 P.

(i) (z,y) =(0,0), Sattelpunkt (H indefinit)
(z,y) = (—3,—3), lokales Maximum (H negativ definit)

(ii) Es muss gelten det H(1,y) =0 = y=1/16

¢) (i) Fiir welche (z,y) = (§,n) lasst sich die durch (&, n) verlaufende Niveaulinie von g
(i1) nicht lokal nach = parametrisieren (y = y(z)), bzw.
(i2) mnicht lokal nach y parametrisieren (z = z(y)) ?

(i3) weder nach x noch nach y? Was passiert an diesen Stellen?

c): 8 P.

(ii) Geben Sie explizite Formelausdriicke fiir die Ableitungen y'(z) bzw. 2/(y) an beliebigen Stellen
(&,n) an, an denen die betreffende Auflosungsfunktion y/(x) bzw. 2'(y) existiert. Geben sie auch die

beiden Werte konkret an der Stelle (£,7) = (1,1) an

(i) Niveaulinie: implizit definiert durch g(z,y) = g(§,n) = const.
(i1) Falls gilt g, = 0, d.h. £ = =272
(i2) Falls gilt g, = 0, d.h. n = —2&2
(i3) Falls gilt Vg(&,n) =0, d.h. an den stationédren Punkten (siehe b))
(Niveaulinie entartet zu singuldrem Punkt)
(i) Implizit differenzieren'
gy 70: 0= @ 9w, y(@)) = g + 99y = Y(¥) = —92/9y
9:#0: 0= g(x(y),y) =02 +g9, = 2y =-9/%
mit g,, g, aus a). An (&,n) = (1,1): y'(1)=—-1, 2/(1) = -1




e Aufgabe 3. Gegeben sei das lineare Funktional g: (C[—1,1], | - ||oc) — R,

g(:c)—/_ x(t) t* dt

1

a) Zeigen Sie: g ist stetig. (Schreiben Sie ihren Beweis in das Késtchen.) a): 2.5 P.

Es gilt

1 1
\_\/ 0t < / max |z(7)| t2dt_/ 2dt - oo = 2 o]l
17’6[ 11} —1

Daher ist g beschrinkt: |g(z)| < K ||7]|c0, mit K = =

= ¢ ist stetig.

b) Sei g wie unter a) definiert. b): 8.5 P.
Geben Sie fir beliebiges € C[—1, 1] eine Abschétzung der Gestalt

|9(X)] < L |7

an, wobei X € C[—1, 1] definiert ist als

Wie lautet die Konstante L ?

Mit a) gilt (K =

wln
~—

9(X) < K[ X]loo = K max |X(2)

[—1,1]

[ atar

< K max / |z(7)| dr

te[—-1,1]

< K max
te[—1,1]

1
<K/ (7| dr < 2K |12l
—1

also L =2K = 3. (BEsgilt auch |¢(X)| < K ||z]),.)
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e Aufgabe 1. Gegeben sei das Skalarfeld g: R? — R: g(u,v) = u® + 2uv +v° + 4

a) (i) Berechnen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von g. a): 1.5 P.
(ii) Geben Sie die quadratische Taylor-Entwicklung an der Stelle (0,0) an.

(iii) Geben Sie eine Darstellung fiir die Tangentialebene von g an der Stelle (0,0) an.

i 3u?+2v 6u 2
2u+3v 2 6w
(if) g(u,v) = g(0,0) + Vg(0,0) + 3 (u,v) - H(0,0) - (u,v) =4+ 2uv
(Dies liest man auch direkt aus der Definition von g ab.)
(iii) T(u,v) =4
b) (i) Geben Sie alle stationéiren Punkte von ¢g samt ihrem Typ an. b): 1.5 P.

(ii) Geben Sie v so an, dass (1,v) ein parabolischer Punkt von ¢ ist.

(i) (u,v)=(0,0), Sattelpunkt (H indefinit)

(u,v) = (—2,—%), lokales Maximum (H negativ definit)

(ii)) Es muss gelten det H(1,v) =0 = v=1/9

¢) (i) Fiir welche (u,v) = (ug, vg) ldsst sich die durch (ug, vg) verlaufende Niveaulinie von g
(i1) nicht lokal nach u parametrisieren (v = v(u)), bzw. c): 3 P.
(i2) mnicht lokal nach v parametrisieren (v = u(v))?
(i3) weder nach u noch nach v? Was passiert an diesen Stellen?
(ii) Geben Sie explizite Formelausdriicke fiir die Ableitungen v'(u) bzw. u/(v) an beliebigen Stellen

(uo,v9) an, an denen die betreffende Auflésungsfunktion v(u) bzw. u(v) existiert. Geben sie auch die
beiden Werte konkret an der Stelle (ug,v9) = (1,1) an.

(i) Niveaulinie: implizit definiert durch g(u,v) = g(ug, vo) = const.
(i1) Falls gilt g, = 0, d.h. ug = —3 v
(i2) Falls gilt g, =0, d.h. vo = —2 u
(i3) Falls gilt Vg(ug,vg) = 0, d.h. an den stationdren Punkten (siche b))

(Niveaulinie entartet zu singuldrem Punkt)
(ii) Implizit differenzieren:
gv#0: 0="Lg(u,v(u) =g, + g,V (W) = —gu/go
gu#0: 0= 7 g(u(v),v) = gut' + g (V) = =90/ 9u
mit gy, g, aus a). An (ug,vo) = (1,1): V(1) =—1, v(1) = -1

oy

UI
u/




—r—2y+3=z2
T4y 422
a) (i) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix von g. a): 1.5 P.

(ii) Geben Sie die Linearisierung von g an der Stelle (z¢, yo, 20) = (0, 1, 1) explizit in Form eines
Vektorfeldes 7: R?® — R? an.

(i) [—1 —2 3]
J =

1 3y? 2=z

e Aufgabe 2. Gegeben sei das Vektorfeld g: R?* — R?: | g(x,y,2) = [

(11) r — Xy
T(x,y,2) = g(wo, Yo, 20) + J (0, Y0, 20) - | ¥ — Yo
Z— 20

()2l S B B R E
12 13 2 T L3y ez

(mit Ty (z,y, 2) = g1(x,y, 2), da g1 (x,y, z) linear).

b) Lasst sich die durch g(z,y,2) = [ 0 impliziert definierte Kurve im R3 in einer Umgebung der

0
Stelle ! (zo, %0, 20) = (0,0, 0) nach y parametrisieren? (Begriindung angeben!) b): 2 P.

Betrachte partielle Jacobi-Matrix an der Stelle (0,0,0):

g9 (-1 3) (-1 3 ,
ow,z) 1 2z) 1 0 oo restia

= lokal auflosbar nach z,z: = = z(y), z = z(y).

¢) Schreiben Sie die Bedingungsgleichungen dafiir an, dass — bei Variation des Punktes (x,y, z) entlang

der geméB b) definierten Kurve — die y- Koordinate ein lokales Extremum aufweist. c): 2.5 P.
Mit der Lagrange-Funktion
F(:U7 Y, =, >\17 >\2) = gO(L, Y, Z) + )‘1 gl<='L'-, Y, Z) + >‘2 92<flf, Y, Z)
=y + AN (—2—2y+32)+ X\ (x+y° + 2%
lautet das zugehorige Lagrange-System:
oF
—==MA+X =0
ox LA
oF
— = 1-2\+3X0y"=0
dy
oF
- = 3)\1+2)\2220
0z
or 2y+3 0
— =—x— z =
By v
OF 3., .2
—_— = pu— O
g TH+Y +z

1Es gilt ¢(0,0,0) = (0,0).



e Aufgabe 3. Gegeben sei das lineare Funktional g: (C[-73,7],| - [[«) = R,

g(u) = /2 u(t) costdt

a) Zeigen Sie: g ist stetig. (Schreiben Sie ihren Beweis in das Késtchen.) a): 2.5 P.

Es gilt

|g(u)]—‘/ u(t) cost dt| g/ e fu(r)] costdt—/ costt - [l = 2 [[u]l
_ _ T TE *g,g _m
2 2

vl

Daher ist g beschriankt: |g(u)| < K |||, mit K =2.

= ¢ ist stetig.

b) Sei g wie unter a) definiert. b): 8.5 P.
Geben Sie fiir beliebiges u € C[—7, 5] eine Abschétzung der Gestalt

l9(U)] < L |Jull

an, wobei U € C[—7, 7] definiert ist als

Wie lautet die Konstante L7

Mit a) gilt (K = 2)
9] < K |[Ulloe = K max_|U(1)]

(=53]

<K / lu(r)| dr < 7 K |[u]|

also L =nK =2n. (Es gilt auch |g(U)| < K ||u:.)
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—3r+2y—=z
2 —y+ 23
a) (i) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix von f. a): 1.5 P.

(ii) Geben Sie die Linearisierung von f an der Stelle (z¢,yo, 20) = (1, 1,0) explizit in Form eines
Vektorfeldes T: R?® — R? an.

(i) [—3 2 —1]
J =

e Aufgabe 1. Gegeben sei das Vektorfeld f: R — R?: | f(x,y,2) = [

2¢ —1 322
(i)

r — X9
T(z,y,2) = f(zo,y0, 20) + J (20, Y0, 20) - [ Y — Yo ]
Z— 20

1 3 2 -1 r—1 3r 42y 2
0 2 -1 0 . 20 —y—1

(mit T (x,y, 2) = fi(z,y, z), da fi(x,y, 2) linear).

b) Lésst sich die durch f(z,y,z) = 8 impliziert definierte Kurve im R3 in einer Umgebung der
Stelle! (g, Yo, 20) = (0,0, 0) nach z parametrisieren? (Begriindung angeben!) b): 2 P.

Betrachte partielle Jacobi-Matrix an der Stelle (0,0,0):

of (-3 2] (-3 2 .
a(%y)i 2¢ —1 | 0 —1 ... regular

= lokal auflésbar nach z,y: = = x(2), y = y(z2).

¢) Schreiben Sie die Bedingungsgleichungen dafiir an, dass — bei Variation des Punktes (x,y, z) entlang

der geméB b) definierten Kurve — die y- Koordinate ein lokales Extremum aufweist. c): 2.5 P.
Mit der Lagrange-Funktion
F(iL’, Y, =, )\17 )\2) = 90(3’7 Y, Z) + )\1f1<ZL', Y, Z) + >‘2f2(‘r7 Y, Z)
=y + M(=32+2y—2)+ N (2* —y+2°)
lautet das zugehorige Lagrange-System:
oF
- = —3)\1 +2)\21L’ =0
ox
oF
7:14—2)\1—)\2:0
dy
oF
— = A\ +3X02°=0
0z
or 3r+2 0
— =3z —z=
B2y Y
oF 9 3
g 2 -0
T x Y+ z

1Es gilt £(0,0,0) = (0,0).



e Aufgabe 2. Gegeben sei das Skalarfeld f: R? — R: | f(u,v) = 2u® + 6uv +2v* +3

a) (i) Berechnen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von f. a): 1.5 P.
(ii) Geben Sie die quadratische Taylor-Entwicklung an der Stelle (0,0) an.

(iii) Geben Sie eine Darstellung fiir die Tangentialebene von f an der Stelle (0,0) an.

(i) V= 6u2+612) | I 12u 6
6u-+6v 6 120
(i) f(u,v) = f(0,0) + Vf(0,0) + 3 (u,v) - H(0,0) - (u,v) = 3+ 6uv
(Dies liest man auch direkt aus der Definition von f ab.)
(iii) T(u,v) =3
b) (i) Geben Sie alle stationdren Punkte von f samt ihrem Typ an. b): 1.5 P.

(ii) Geben Sie v so an, dass (1,v) ein parabolischer Punkt von f ist.

(i) (u,v)=(0,0), Sattelpunkt (H indefinit)
(u,v) = (—1,—1), lokales Maximum (H negativ definit)

(ii) Es muss gelten det H(1,v) =0 = wv=1/4

¢) (i) Fiir welche (u,v) = (ug, vg) lasst sich die durch (ug,vg) verlaufende Niveaulinie von f
(i1) mnicht lokal nach u parametrisieren (v = v(u)), bzw. c): 3 P.
(i2) mnicht lokal nach v parametrisieren (v = u(v))?
(i3) weder nach u noch nach v? Was passiert an diesen Stellen?
(ii) Geben Sie explizite Formelausdriicke fiir die Ableitungen ¢'(u) bzw. u/(v) an beliebigen Stellen

(uo,vp) an, an denen die betreffende Auflésungsfunktion v(u) bzw. u(v) existiert. Geben sie auch die
beiden Werte konkret an der Stelle (ug,v9) = (1,1) an.

(i) Niveaulinie: implizit definiert durch f(u,v) = f(uo,vy) = const.
(i1) Falls gilt f, =0, d.h. ug = — v}
(i2) Falls gilt f, =0, d.h. vy = — u?
(i3) Falls gilt V f(ug,vo) = 0, d.h. an den stationdren Punkten (siche b))

(Niveaulinie entartet zu singuldrem Punkt)
(ii) Implizit differenzieren:
fo#0: 0=30 f(uv(w) = fut for' = v'(u)=—fu/fo
fu#0: 0=7 f(u(v),v) = fu/ + fo = W) =~f/fu
mit f,, f, aus a). An (ug,v9) = (1,1): V(1) =—1, v(1) = -1




e Aufgabe 3. Gegeben sei das lineare Funktional f: (C[l,¢], | - [l«) = R,

fu) = /leu(t) t~tdt

a) Zeigen Sie: f ist stetig. (Schreiben Sie ihren Beweis in das Kéastchen.) a): 2.5 P.

Es gilt
()] = ‘/'u(t)t—l at| < [ Ju(r)| -t dt = /'t—ldt Naalloo = fufl
1 1 TE[Le] 1

Daher ist f beschrankt: |f(u)| < K ||ul|oo, mit K =1.

= [ ist stetig.

b) Sei f wie unter a) definiert. b): 3.5 P.
Geben Sie fiir beliebiges u € C[1, €] eine Abschitzung der Gestalt

IFU)] < Llulls

an, wobei U € C]1, ¢] definiert ist als

Wie lautet die Konstante L7

Mit a) gilt (K =1)
HO) < K U)o = K s [00)

¢
< K max / u(T) dT‘
te [1,6} 1
t
< K max lu(T)| dr
te(l,e]

1

<K [ fulr)dr < (e~ DK Jull.
1

also L=(e— 1)K =(e—1). (Esgilt auch |f(U)| < K ||u|l;.)
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