Analysis II fiir TPH, UE (103.091), SS 2012 4. Ubungsblatt (26./27.04.2012)

(Aufgabe 1,2 zu VO Kapitel 1; Rest zu VO Kapitel 2, Stoff der VO vom 23.-25.4.)
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siehe Beispiel 1.1.45 im Ubungsskriptum (siche Anhang)

s. Bsp. 1.1.46

. s. Bsp. 1.3.3

s. Bsp. 1.3.4

s. Bsp. 1.3.6

. 8. Bsp. 1.3.8

Gegeben sei die Integralgleichung z = Kz auf B = (C[0,T], || - ||c), wobei K : B — B definiert als
t
(Kz)(t) :==1— 3/ s*x(s)ds, 0<t<T.
0

a) Zeigen Sie: Fiir Intervalllinge T < 1 ist der Integraloperator K eine Kontraktion auf B, d.h. es gilt
Kz — Kylloo < Lz —ylloo mit L <1

b) Fiihren Sie zwei Schritte der Fixpunktiteration z, := Kx,_; durch (v = 1,2) ausgehend von z((t) = 1.

. Es sei X ein vollstdndiger normierter Raum und ¢ : X — X eine (globale) Kontraktion, d.h. es existiere eine

Lipschitz-Konstante L < 1 mit

le(@) — W)l < Ll —yll, Vaz,yeX

Dann existiert ein eindeutiger Fixpunkt z* € X mit ¢(z*) = z*, und unabhingig vom Startwert zo € X
konvergiert die Iteriertenfolge x, := ¢(x,_1) gegen x*. Zeigen Sie, dass insbesondere gilt

[y — ™[] < L ey 1 — 2",

sowie die beiden, bei Kenntnis von L explizit berechenbaren Fehlerabschatzungen

v

lzy = 27|l < 37— llzw = zv-1ll < 7= lla1 = =oll.
. Berechnen Sie die Norm || f|| des linearen Funktionals f, wobei f : (Cla,b], || - ||c) = R:
a) f(z) = z(t) mit fest gewihltem ¢ € [a, b],
b) f(z) = 3(x(a) + (b)),
c) f(z)= f;az(t) dt

Berechnen Sie die Operatornorm ||F||, wobei F': (Ca,bl, | - |loo) = (Cla,bl, | - |lo):

a) F(x)(t) =ax(t)+ [ mit o, €R,
b) F(z)(t) = [ a(r)dr.
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1.1.45

1.1.46

1.1.47

1.1.48

1.1.49

1.1.50

1.2

1.2.1

KAPITEL 1. ANGABEN

Bestimmen Sie die Extrema der Funktion f : R3 — R,
flz,y,2)=xc4+y+z
unter der Nebenbedingung xyz = 1.
Bestimmen Sie die Extrema der Funktion f : R? — R,
f(x,y) =sinxsiny
unter der Nebenbedingung x +y =m; x > 0, y > 0.
Bestimmen Sie Maximum und Minimum der Funktion f : R?® — R,
flx,y,z) =bx+y— 3z,

unter der Nebenbedingung, die als Schnitt der folgenden Flichen gegeben
ist: Einheitssphére und jene Ebene durch den Koordinatenursprung, welche
auf den Vektor (1,1,1)” normal steht.

Auf der Ellipse 2% + 4y* = 100 seien die beiden Punkte A = (—8,—3) und
B = (8,3) gegeben. Finden Sie einen Punkt C' = (z¢,yc) auf der Ellipse,
sodass der Fliacheninhalt des innerhalb der Ellipse liegenden Dreiecks ABC'
maximal wird.

A Gegeben sei die Funktion f: R*x Rt — R,

f(z,y) =2y, a,BeRT

und die Nebenbedingung ¢(z,y) = ax+by—c = 0 mit a, b, ¢ € RT. Berechnen
Sie die Nullstellen des Gradienten von F(z,y,\) = f(z,y) + Ap(x, y).

A Wie oben aber fiir
flz,y) =ax +by, a,beR"

und o(z,y) = 2%° — v = 0 mit o, 3,y € RT.

Mehrdimensionale Integration

*Sei f:[0,1] — R eine stetige Funktion.

(a) Zeigen Sie die Ungleichung

(f ) (] 77%) =
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1.3 Banachriaume, Hilbertriume

1.3.1 Zwei Metriken heifen dquivalent, wenn jede Kugel beziiglich der einen Metrik
eine Kugel beziiglich der anderen Metrik enthélt. Sei d(z,y) eine Metrik.
Zeigen Sie, dass dann

d
d%x,y):—- (%,y)

 1+d(x,y)
eine dquivalente Metrik zu d(zx,y) ist.

Bemerkung: d'(z,y) ist beschrinkt.

1.3.2 Einer Matrix A € R™*™ entspricht eine lineare Abbildung R™ — R", z
Az. Fiir gegebene Normen auf R™ und R" ist die Abbildungsnorm ||A|| dieser
Abbildung definiert als das maximale Streckungsverhéltnis ||Az||/||z||. Fiir
die Vektorraumnormen ||.||,, p = 1,2, 0o ergibt dies konkret

A
14], = max 1220e o ),
220 ||zl|,  llzl,=1

(a) Gegeben sei die Abbildung A : R? — R?,

(1)

Finden Sie ||Al|,, p = 1,2, 00 auf folgende Weise:

(i) Zeichnen Sie im R? das Bild der Einheitssphire A(S,), p = 1,2, cc.
(ii) Finden Sie die kleinste ,Kugel“ (beziiglich der entsprechenden Norm)
die das Bild A(S,) ganz enthélt. Thr [Radius® ist || A4]|,.

(b) Zeigen Sie: A : R" — R™, dann gilt

NCO N[

n

[Allee = fgégi; |aij] (1.3)
]:

Hinweis: Zeigen Sie:

- = < n y
[ Al rﬂlelHAxHoo < ax )i lay]

llzlloo=
—J2°€eR" mit 2% =1 und ||A2°|s = IIEZ%LZ;L:I |aij]

1.3.3 Priifen Sie, ob
L) I = max [f(2)]

0<z<1
«— !/
@ A= wax (If(@)] + £ (@))
eine Norm in C*[0,1] definiert, wobei

C'0,1] := {f: [0,1] = R; f einmal stetig differenzierbar}.
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1.3.4 Wir betrachten die normierten Raume

(Cla, O], [[-llee)s [1flloe = max [f(2)],

a<z<b
b
Clatl 1), 1l = / £ (2)|dz,

wobei Cla, bl = {f : [a,b] — R; f stetig} ist. Fiir [a, b] = [—2, 2] sei die Folge
{fn}nen wie folgt definiert:

—1, =< -4,
1_ 1
falz) = q nr, —> <w<
1, =>4
- n

Zeigen Sie, dass diese Folge

(a) eine Cauchy Folge beziiglich ||.||; aber
(b) keine Cauchy Folge beziiglich ||.|| ist. Berechnen Sie weiters die Grenz-
funktion bzgl. ||.||;.

1.3.5 * Sei f € C[0,1] und |p| < 1. Mit Hilfe des Banach’schen Fixpunktsatzes
zeige man, dass die Integralgleichung

1

z(t) = f(t) + Q/sin(t +x(s))ds

0

eine eindeutige Losung x € C[0, 1] besitzt.

1.3.6 * Sei (B, ||-]|) ein Banachraum, b € B und K: B — B eine lineare Abbildung
mit

|K] == sup |Kaf <1.

fl=]|<1

Man zeige, dass die Gleichung x = Kz + b eine eindeutige Losung hat, die
durch die Neumannreihe .
r=Y Kb
=0

gegeben ist.

1.3.7 (a) Fiihren Sie n Schritte der Picarditeration zur Losung des Anfangswert-
problems

=Xx, z(0)=1 mit AeR

durch. Vergleichen Sie die n-te Ndherungslosung x,,(t) mit der exakten
Losung.
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(b) Fiihren Sie 4 Schritte der Picarditeration zur Losung des Anfangswert-
problems
¥=-=2x+t, x(0)=3

durch.

1.3.8 Der Raum
1°° = {(Tpn)nen : Tn € Rysup |z,| < 00}
neN

mit der Norm ||z|| = sup,,cy || ist ein Banachraum. Der Operator
T : [°° — [* wird definiert durch

Ty T2 T3 )

T(l’l,ﬂfg,ﬂfg,...) = (T,E,g,...

Ist diese Abbildung linear, stetig, surjektiv, injektiv bzw. invertierbar? Ist
die inverse Abbildung linear bzw. stetig?

1.3.9 Untersuchen Sie die Funktionenfolge {1, z,22,...,2", ...} auf den Intervallen
[0,1],[0,1], [0,2], [0, 00) auf
(a) punktweise Konvergenz
(b) gleichméfige Konvergenz

(¢) Konvergenz in L?

1.3.10 Es sei
{fadnew = {7} en
Zeigen Sie, dass f,, € L'([0,00)) gilt und untersuchen Sie die Folge {f,}nen
auf Konvergenz in (L([0,00)), ||.||z1)-

1.3.11 Wir betrachten den R™ mit der ||.||-Norm. Es sei A eine n x n Matrix mit
der Eigenschaft

n

Zl&i]‘|<1, \V/ZZI,,TL

J=1

Fiir b € R" definieren wir die lineare Abbildung T'x := Ax + b. Zeigen Sie:

(a) T ist eine Kontraktion

(b) die Fixpunktgleichung Tz = x hat eine eindeutige Losung, die iterativ
berechnet werden kann.

1.3.12 Fiir 0 < b < 1 betrachten wir die Integralgleichung

t

z(t)=1-— 2/595(5) ds, te]|0,b].

0



