Institut fiir Analysis und Scientific Computing TU Wien
Dr. E. Weinmiiller SS 2014

ANALYSIS II FUR TPH, (103.091)
Test 1 Gruppe 1 (DI, 6.5.2014) (mit Lisung)

— Sie konnen den Taschenrechner verwenden. Unterlagen: eigenes VO-Skriptum. Arbeitszeit: 90 min. —

T FAMILIENNAME 1T Vorname T Studium / Matr.Nr.
1. 2. 3. gesamt
Punkte mazimal 18

Tragen Sie bitte oben Thre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden
eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen ,

und tragen Sie dann erst Ihre Losung samt ausfiihrlicher Zusammenfassung des Losungweges
ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt.



e Aufgabe 1.
a) Gegeben sei die Funktion f: R* — R: a): 2 P.

flz,y) = {({Tyy? fiir (z,y) # (0,0),

, sonst.

Untersuchen Sie die Stetigkeit, die Richtungsdifferenzierbarkeit und die totale Differenzierbarkeit der
Funktion f.

Die Funktion f ist offensichtlich stetig auf Rz\{(o 0)}. Um die Stetigkeit im Punkt (0,0) zu
iiberpriifen, wihle z = h, y = h?: limy,_,o h;jrhél = oco. Somit ist f an (0,0) unstetig und daher
in (0,0) weder rlchtungsdlﬂerenmerbar noch total differenzierbar.

Die partiellen Ableltungen (m y) = (?JZ’;—”;?; und 2 5 L(z,y) = (%r—yz)g sind stetig auf

R*\{(0,0)}, somit ist f rlchtungs— und total differenzierbar auf R?\{(0,0)}.

b) Gegeben sei das Vektorfeld f: R? — R3: b): 1P.
2 T
cos*(z) + In()
fz,y,2) = sin(y) e*/? . axy > 0.
tan(z + z)

Berechnen Sie die Jacobi-Matrix von f.



—2cos(x) sin(z) + 1 —i 0
%f(gfjf)) = 0 cos(y) e’/*  Lsin(y)e*/?
1 + tan?(z + 2) 0 1 + tan?(z + 2)

Dabei folgt  # 0,y # 0 aus der Voraussetzung zy > 0.

¢) Betrachten Sie die zweite Komponente des Vektorfeldes in (b) als Funktion f: R* - R: ¢): 3 P.
fly, 2) = sin(y) e*/*.

(i) Entwickeln Sie f um den Punkt (yo, 20) = (7,0) in die Taylorreihe bis zum linearen Glied .

(ii) Geben Sie eine Abschitzung des Restgliedes 2. Ordnung in folgender Form an:

|Ra(y, z:m, Q)| < Cly — wol® + |2 — 20[?)

fir alle (n, () € [0,27] x [—1, 1], mit einer festen Konstante C' € R, .

() Ti(y, 2) = f(m,0) + 222, 0)(y — ) + ZLE=(r,0)(z = 0) = —(y — 7).
(ii) Es gilt

Ralnzn) = 5 (G000 =7 + 25 L. =02+ 550.02)

Fiir die zweiten Ableitungen gilt fiur (n, () € [0, 27] x [—1, 1]:
= £, Q)| = | —sin(n) /3| < e/

822 (77 Q)= \—Sln( )e</3| < 561/3’

2L (0, Q)] = |4 cos(n) /3| < Lells.

Daraus folgt fiir das Restglied:

|Ray, zm, Q)| < 5(ePly —7* + 25 €' Ply — ml|2| + 5 €'/[]?) <

33y =7l +ly — 7llz] + |2*) < § Py — 7 + |2]*), wegen [y — 7l|2| < 3(Jy — 7> +[2]*).
Damit ist C' = %61/3.




e Aufgabe 2.

2 2
a) Gegeben sei das Skalarfeld f: R® — R: flz,y,2) = % + yz + 22 a): 1 P.

Skizzieren Sie die Niveauflichen NV, (f).

Die Niveauflachen besitzen Ellipsoidform,

Ne(f) =A{(w,9,2): 5+ +2"=c, c=0}

b) (i) Bestimmen Sie ein ¢ € R so, dass P = (0, /2, \/LQ)T € N.(f). b): 3 P.

(ii) Berechnen Sie die Richtungsableitung im Punkt P in Richtung des Gradienten Vf.

(i) Den Wert der Konstanten ¢ erhélt man durch Einsetzen von P in das Skalarfeld.

(i) Der Gradient ergibt sich zu V f = (3z, 3y,22)".
Das Auswerten des Gradienten im Punkt P liefert V f (P) = (0, —, V2)T.

Der Richtungsvektor, ergibt sich aus der Normierung des eben berechneten Vektors

VIP) L 2
IV/E). VB

v =

)T

Da das hier betrachtete Skalarfeld stetig differenzierbar ist, erhélt man fiir die
Richtungsableitung D, f(P) = Vf(P)-v = ||[Vf(P)|ls = /2.




¢) Geben Sie die Gleichung der Tangentialebene an f(z,y, z) im Punkt P an. c): 2 P.

Die Niveauflache Ny(f) lautet %2 + y; + 2?2 = 1 und da P dazugehort gilt

22 2
Z(x’w:“l_?_Z'

Die Gleichung der Tangentialebene ist

0 0
z = 2(xo,Yo) + 8—;(950790)@ — x9) + a—;(%, Y0) (¥ — o),

wobei xg = 0 und yo = V2 gilt. Weiters ist z(0, \/5) =
Damit gilt

, %(O, v2) =0 und g—z((), V2) = —%.
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e Aufgabe 3.

a) Gegeben sei das Skalarfeld f: R? — R: f(z,y) =2* —y* — 20 + zy. a): 2 P.

(i) Berechnen Sie den Gradienten, sowie die Hesse-Matrix von f in einem Punkt (z,y) und dann im
Punkt (zo,v0) = (1,0).

(ii) Geben Sie die quadratische Taylorreihe von f im Punkt (zg,y0) = (1,0) an.

(i) Vf(z,y)=@a?+y—2,2-2y" Vf(1,0)=(1,1)

e = (G L), mnao= (5 L)

(i) To(r,y)= 1+ (1, 1) (I;1>—|—%(x—1, y) (f _12) (l“;l):

—14+(x—1)+y+36(x—1)2+2(x— 1)y — 2y2).

b) Bestimmen Sie in welchen Bereichen des R? die Funktion f elliptisch, hyperbolisch bzw. parabolisch
ist. b): 2 P.

Es gilt det H(f)(z,y) = —(12z + 1).

Parabolische Punkte: Die Determinante ist Null und damit H(f) singulér fir = —55. Also die
parabolischen Punkte sind {(—15,y) : y € R}.

Elliptische Punkte: Nach dem Hauptminorenkriterium ist H(f) genau dann positiv definit,
wenn die Determinante und der erste Hauptminor 6z grofler als Null sind. Das bedeutet

xr < —% und gleichzeitig x > 0 was ein Widerspruch ist. H(f) ist also nirgends positiv definit.
Ebenfalls nach dem Hauptminorenkriterium ist H(f) genau dann negativ definit, wenn die
Determinante grofler als Null ist und der erste Hauptminor kleiner als Null. Also ist

{(x, y) ER?:z < —%} die Menge der elliptischen Punkte.

Hyperbolische Punkte: Damit ist {(1:, y) eR? 1z > —1—12} die Menge der hyperbolischen Punkte
von f.




¢) Bestimmen Sie alle stationdren Punkte von f. Handelt es sich dabei um Maxima, Minima oder
Sattelpunkte? c): 2 P.

Vi(z,y) =Be*+y—2,2—-2y)" =0
= =2
=322+ L -2=0

_ —1+V07 _
= Ti2= —15 5 Yi2=

—1£/97
24

—1+v97 71+\/97)T
24

o und

Es existieren genau zwei stationiire Punkte P, = (xq,7;)" = (

P2 - ($2792)T = (—112\/W7 _lgﬁ)T'

Wegen x; > —% ist P ein hyperbolischer Punkt und damit ein Sattelpunkt.

Wegen x5 < —% ist P, ein elliptischer Punkt. H(f)(F2) ist negativ definit, deshalb ist P, ein
Maximum von f.




