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Tragen Sie bitte oben Ihre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden

eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen,

und tragen Sie dann erst Ihre Losung samt Zusammenfassung des Losungweges ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt. °



e Aufgabe 1.
a) Betrachten Sie fiir 7 € (0,1) die Integralgleichung

x(t):2/0 s(1+2(s))ds, te[0.T]. (1)

(i) Zeigen Sie mit Hilfe des Banach’schen Fixpunktsatzes, dass (1) eine eindeutige Losung x € C[0, T
besitzt!

Schreiben Sie (1) dafiir als Fixpunktproblem Fz = x mit einem Operator F' : (C[0,T],] - ||cc) —
(C[0,T], || - l|loo). Argumentieren Sie, warum F' nach C[0, 7] abbildet und beweisen Sie, dass F' eine
Kontraktion ist! (i): 1.5 P.

e Definiere den Operator F fir x € C[0, 7] durch
¢
(Fz)(t) = 2/ s(1 4 z(s))ds.
0

e Stetigkeit von Fx: Fir « € C[0,T] gilt, dass der Integrand s(1 + z(s)) stetig ist. Damit
folgt aus dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechung, dass Fz auf (0,7)
differenzierbar und somit stetig ist.

e [ ist Kontraktion auf (C[0,7],] - ||le):

Q/Ots(l + 1 (s))ds — Q/Ots(l + a(s))ds

|Fxq — Faslleo = sup
t€[0,T]

t
< sup 2 / slen(s) — as(s)|ds
0

t€[0,77]
T
< ||z1 — 72| - 2/ sds
0
= T?||z1 — w2l
Da T € (0,1) folgt 7% < 1 und damit ist F eine Kontraktion.

e Damit folgt aus dem Banach’schen Fixpunktsatz die Existenz eines eindeutigen
x € C[0,T] mit Fz = z, also existiert eine eindeutige Losung der Integralgleichung (1).




(ii) Berechnen Sie die ersten drei Schritte x, 5 und x5 der Picard-Iteration mit Startwert zo(t) = 0
und stellen Sie eine Formel fiir z,,, n € N auf! (ii): 1.5 P.

Picard-Iteration: z,,(t) = 2f0 s(1+ 2,_1(s))ds.

t
xq(t) = 2/ sds = t*
0

t t4
To(t) = 2/ s(1+ s%)ds = 1* + 5
0

t tt 5
x3(t)=2/ s(1+5+ >ds=t2+ +=
0 2 6

Allgemeine Formel: z,,(t) = >/, %

(iii) Wie lautet die exakte Losung der Integralgleichung? Zu welchem Anfangswertproblem ist (1)
dquivalent? (111): 1 P.

tQk

Exakte Losung: x(t) = >, 4 = e’ —1

.. 1(4) —
Aquivalentes AWP durch Differenzieren der Integralgleichung: { ; (((f)) B g H1+2(t))




b) Betrachten Sie die Folge {f,, }nen definiert durch
fulx) =2"2, 2z €(0,1].

Zeigen Sie, dass { f,, }nen eine Cauchy-Folge in (C10, 1], || ]]1) ist und bestimmen Sie die Grenzfunktion
beziiglich || - [|1! Ist diese Funktion auch die Grenzfunktion beziiglich || - ||o? Begriinden Sie Thre
Antwort! b): 2 P.

e Die Folge {f,}nen ist monoton fallend, daher gilt fir n < m:

1
n+3

1 1
an_melz/ |xn+2_xm+2|dx§/ 22y —
0 0

Wiéhle nun N (e) so, dass m < €, dann gilt

1o = fils <€ ¥n,m > N(e).

e Die Grenzfunktion ist f(x) =0, da

1
1
o _ n+2d _ n—oo O
R A e

e f(z) = 0 ist nicht die Grenzfunktion beziiglich || - ||, da

an - fHoo = sup ‘In+2| =1 VneN.
z€[0,1]




e Aufgabe 2.

a) Gegeben sei die Funktion f: [-m,7) — R: a): 4 P.

J@) = —x

(i) Entwickeln Sie f in eine trigonometrische Fourierreihe.
(ii) Untersuchen Sie die Reihe auf punktweise und gleichméBige Konvergenz.

(i) f ist ungerade und kann in eine reine Sinus-Reihe entwickelt werden.

0 N0 N0 N[N N

% k ungerade

=>bk:{

= flx)~23 72, (_,i)k sin(kx)

El1N) |

k gerade

(ii) Punktweise Konvergenz: f ist beschrénkt und kann zu einer 27-periodischen Funktion f
fortgesetzt werden. f ist stetig differenzierbar bis auf in [—7, 7| endlich viele Sprungstellen. Die
Reihe konvergiert also punktweise gegen w

Untersuche die Sprungstellen: f((—n)+) = f(7+) = 7 und f((—7)—) = f(7—) = —7. Die
Fourierreihe konvergiert also fiir z € {—m, 7} gegen 0 und sonst punktweise gegen f.

GleichméaBige Konvergenz: Da die 2m-periodische Fortsetzung f nicht stetig ist, konvergiert die
Fourierreihe nicht gleichméfig.




b) Gegeben sei das System {1, z,z?,...}. Orthonormieren Sie die ersten zwei Funktionen dieses Systems
beziiglich des Skalarprodukts
0
(f9) = [ tes(@)g(a)is
b): 2 P.
Hinweis: [ ze® dv = e"(x — 1) und [ z2e” dx = e*(2® — 2z + 2).

Fiir das Gram-Schmidt-Verfahren und ein gegebenes System{b; };c; gilt:

. n bnt1,a
ar :=by und apy1 = by — Y 4y ﬁ cap, n > 1.

In unserem Fall gilt also a; = 1, wobei

lay]|* = f?oo 4e* -1 dr =4e* |° =4 = |al|| = 2.

(z,1)
(L,1)

Weiters gilt as = x — -1, mit

(z,1) = ff)oo ez - 1 dor = 4e"(x — 1) = —4.

(1,1) = flas* = 4.

|0
—00

Daraus folgt as = x + 1 und
az||* = ffoo 4e(x +1)* do =4 (fi)oo x%e® dx + QfEOO xe® dr + fi)oo e’ dw) =
424+ (-2)+1)=4= |las| = 2.

Daraus ergibt sich das orthonormierte System

aq 1
b= o=o

lail] 2

a r+1
¢y =




e Aufgabe 3.

Bestimmen Sie die Extrema der Funktion f: R? — R: flz,y) = (y—1)°
unter der Nebenbedingung ¢(x,y) = 2 mit ¢: R*? - R: o(z,y) = L y§
y
2,
f(x,y)=0

e

Gehen Sie dazu wie folgt vor:

a) Bestimmen Sie alle Punkte P € R? an denen das Skalarfeld ¢(z,y) Singularititen besitzt!

Welche dieser Punkte erfiillen die Nebenbedingung? a): 1P.

Der Gradient ,
Vo = (3"”)
3Y 3

ist an all jenen Punkten unbeschriankt, deren x - oder y - Komponente gleich Null ist. Die

Singularitéten lauten daher
x
{P: (y) G]R|:B:O\/y:0}.

Auf der Kurve, die durch ¢(z,y) = 2 definiert wird, liegen die Punkte

(D) () () ()




b) Verwenden Sie die Methode der Lagrange- Multiplikatoren und Thr Ergebnis aus a) zur Berechnung
der moglichen Extrema.

Bestimmen Sie anschliefend die globalen Minima und Maxima des Problems. b): 8 P.

Die Lagrangefunktion lautet F(z,y,\) = (y — 1)* 4+ A (x§ +ys — 2),

Das Differenzieren dieser Funktion fiithrt auf das Gleichungssystem

OF 2.

II 6—x——/\x_3:
OF 2 1
II _:2 —1 —)\ _7:0
3y (y—1)+3x70
aF 2 2

Aus Gleichung I und Gleichung IT ergibt sich y = 1 und A = 0. Durch Einsetzen dieser
Bezichungen in Gleichung III findet man

x§+1:2:>x::|:1.

Aus der Methode der Lagrangemultiplikatoren erhélt man die Extrema

(). 5-(3)

Die unter a) bestimmten Singularitéten der Nebenbedingung (P, P, Ps, Py) stellen ebenfalls

mogliche Extrema dar.
An den Punkten E; = }) und Ey = _11) nimmt die Funktion f(z,y) den Wert 0 und an

den Punkten P, = (?) und P, = (_(\)/g) Wert 1 an.

Am Punkt P; = (\Sg) nimmt die Funktion f(z,y) den Wert (9 — \/3_2) und am Punkt
P, = (_(\)/g) den Wert (9 + \/@) an.

Da die Nebenbedingung eine kompakte Menge beschreibt, liegen an den Punkten F; und Fs
Minima vor. Der Punkt P, ist ein globales Maximum.




Betrachten Sie nun folgende Gleichung: g(x,y) = 23+ y% -2

c) Zeigen Sie, dass die Funktion g(x,y) lokal um den Punkt A = (fi) = (_11) nach y = y(z) aufgelost

werden kann. c): 1P.

Die drei Bedingungen des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen in zwei Variablen miissen
iiberpriift werden.

2 2
(i) g(&m) =0: (-1)3+ (1) —2=1+1-2=0

(ii) Die partiellen Ableitungen %, 99 gind stetig in einer Umgebung von (€, 7).

0y
) ) 9 . .
(iii) a_z |(en# O: a_Z &= %% = % 70
Da die Bedingungen erfiillt sind, kann die Funktion ¢(z,y) lokal nach y = y(x) aufgelost
werden.

d) Berechnen Sie die 1. Ableitung der implizit definierten Funktion y(x) am Punkt A durch implizite
Differentiation. d): 1P.




