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— Sie konnen den Taschenrechner verwenden. Unterlagen: eigenes VO-Skriptum. Arbeitszeit: 90 min. —

T FAMILIENNAME 1T Vorname T Studium / Matr.Nr.
1. 2. 3. gesamt
Punkte mazimal 18

Tragen Sie bitte oben Thre personlichen Daten ein.

Als Grundlage fiir die Beurteilung dienen ausschlieflich die in die entsprechenden
eingetragenen Antworten.

Machen Sie sich zunichst Notizen

und tragen Sie dann erst Ihre Losung samt ausfiihrlicher Zusammenfassung des Losungweges
ein!

Die Grofle der Kistchen ist auf die jeweilige Aufgabe abgestimmt.



e Aufgabe 1.
Sei M ein Unterraum des Hilbertraums /2 der quadratisch summierbaren Folgen, aufgespannt durch
die drei Folgen 1, 2, 3:

o1 = (1, 1/8, 1/27, 1/64, 1/125,..), 2 =(0,0,1,0,0,0,...), ¢3=(9,0,0,0,0,0,...).
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a) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass ¢y, 9, 3 aus [? sind und berechnen Sie eine Orthonormalbasis fiir M.

Die Folgen ¢, @9, @5 sind aus 12 da:

=1 76
o= =0, lwalE=1. ligsl3 =81,
i=1

allesamt endlich und damit aus /2.

Berechne nun eine Orthonormalbasis {b;, by, b3} von M. Da ¢y normiert ist, setze by := .
Nun sind ¢ und @3, bereits orthogonal aufeinander, wihle also als by = 3. Durch
normieren erhélt man by, = (1,0,0,0,0,0,...). Fehlt noch bs:

_lenby, by,

bo = .
ST oy b)) 2 by, by)

<801762> == 17 <§017b1> = 1/277 <blab1> - <b27b2> - 1

~

by = (1, 1/8, 1/27, 1/64, 1/125,...) — (1,0,0,0,0,...) — (0,0,1/27,0,0,0...)
= (0, 1/8, 0, 1/64, 1/125,...).
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b) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass x = (1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5,...) nicht aus M ist und berechnen Sie die
Orthogonalprojektion  von x auf M.

Angenommen z wire aus M, also z ist durch eine Linearkombination von 1, @9, ©3
darstellbar:

T = C11 + Copa + C303.

(1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5,...) = ¢1(1, 1/8, 1/27, 1/64, 1/125,...)
+¢(0,0,1,0,0,0,...) + ¢3(9,0,0,0,0,0,...).
Aus der zweiten Koordinate folgt ¢; = 4, hingegen aus der vierten Koordinate folgt ¢; = 16,
Widerspruch, somit kann x nicht in M sein.

Die Orthogonalprojektion ist gegeben durch & = (x,by)b; + (x, bo)by + (x, b3)bs, dabei ist
(x,b) =1/3 und (x,by) = 1 und
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25515 97t — 820
2776 — 25480 810

63 9rt — 820
2220 T 05 0, 1/4, 0, 1/16, 1/25,...).
> 7 —sas0 0 Y /16, 1/25, )

i=(1,0,0,0,0,..) + (0,0,1/3,0,0,0,...) + (0, 1/4, 0, 1/16, 1/25,...)

= (1,0,0,0,0,...) + (0,0,1/3,0,0,0,...) +

¢) (1 Punkt) Berechnen Sie den Fehler der Bestapproximation # zum Original x in der Norm von /2!

Der Fehler ||z — |5 ist gegeben durch:
|z — 2|5 = {l2][3 = ({z, b1)* + (2,02)* + (z,b5)%) -

Da ||z|}3 =30, L = T folgt:

n=1 n2

2 1 25515 (97r4—820

_ A 2:____
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- ~ 0.2721.
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Also

|z — Z||2 & 0.5216.




e Aufgabe 2.
Zur approximativen Losung von gewohnlichen Differentialgleichungen ist die Picard-Iteration ein niitzliches
Werkzeug. Betrachten Sie das folgende Anfangswertproblem, gegeben durch die Differentialgleichung

2'(t) = 3 - 2(t)? (1)
und den Startwert z(0) = 1.

a) (1 Punkt) Schreiben Sie die Differentialgleichung in eine dazu dquivalente Integralgleichung um.

Beidseitige Integration der Gleichung ' = f(x(t),t) nach t liefert

x(t) = z(0) +/0 f(z(s), s)ds.

Dabei ist £(0) = 1 und f(z(s),s) = ax(s)?. Demnach lautet die gesuchte fiquivalente
Integralgleichung

x(t) =1+ B/Otx(s)zds.

b) (2 Punkte) Fiihren Sie eine Picarditeration fiir die ersten Schritte x, zo durch.

Es soll nun die gefragte Picard - Iteration durchgefiihrt werden. Zu Beginn wird der
Startwert zo(s) = 1 fiir = eingesetzt.

t t
z1(t) = 2(0) +3/ (z0(s))? ds =1 +3/ 1ds=1+3t.
0 0
Dieses Ergebnis wird nun in den zweiten Iterationsschritt fiir x eingesetzt.

2o(t) = 2(0)+3 [) (v1(s))? ds =1+3 [ (1+2-3s+3%?) ds

3
= 1+ 3t 4912 + 215 =1+ 3t + (3t)% + £(3t)°.
Die jeweils in Potenzen von 3t angeschriebenen Zeilen dienen zur besseren Vergleichbarkeit
mit Unterpunkt d) und sind fiir eine volle Punktezahl bei dieser Teilaufgabe

selbstverstandlich nicht erforderlich.




¢) (1,5 Punkt) Losen Sie nun die Differentialgleichung (1) mit dem Startwert z(0) = 1 direkt.

Die Differentialgleichung kann durch Trennung der Variablen gelost werden.

@:x':?)x?@/idx:/?)dt.
dt T2

Beidseitiges Ausintegrieren und Auflésen nach x liefert

1
3t+c

x(t) =

Einsetzen der Anfangsbedingung und Bestimmen der Konstante ¢ fiithrt schlussendlich zu

d) (1,5 Punkt) Nutzen Sie die exakte Losung aus c¢), um eine Reihendarstellung der Lésung auf (0,

zu finden. Ist damit Ihre Iteration aus b) plausibel?
Hinweis: Mdoglicherweise ist eine Ihnen gut bekannte Reihe niitzlich.

1

3

)

Das Ergebnis aus c) lautet z(t) = 1%:% Ist t € (0, %), wie angegeben, so ist dies gerade das
Ergebnis der geometrischen Reihe

[e.e]

w1
> 631) =T

n=0

Demnach liegt der Verdacht nahe, dass die Iteration aus b) fiir t € (O, %) gegen
5%, (36)" = 14 3t + (3t)2 + (3t)® + ... konvergiert. Dies ist in guter Ubereinstimmung mit
den ersten Termen der Iterationsschritte aus b).

Anmerkung: Auf (0, %) konvergiert die Picarditeration tatséchlich gegen die exakte Losung.




e Aufgabe 3.
Gegeben sei folgende Funktion

a) (1,5 Punkte) Skizzieren Sie f(z) im Intervall [0, 27| und ermitteln Sie daraus die Periodenldnge T

f(x) = | sin(4a)].

0.8 II."l I\'. / : \‘

0.6

0.2
|
|

| \ II I \ |IIIII ll', ||II III [ ll' 'II III'| 'II
0.4 - |I|I \ "' l|I { II| |

3n/4

Die Periodenlinge ist T' = 7

(3,5 Punkte) Entwickeln Sie f(z) in eine Fourierreihe.

Hinwes: Beniitzen Sie zur Losung der Integrale den Summensatz,
sinacos 8 = 1 (sin(a — ) + sin(a + fB)).

Im Allgemeinen besitzt die Fourierentwicklung folgende Gestalt:

f(z) = % + i (ak cos (27rjljx) + by sin (27TTkx>> :

k=1

Da f(x) eine gerade Funktion mit Periode 7 ist gilt by = 0.

flz) = % + i (aj cos(8kx)) mit ay = 8 /4 sin(4z) cos(8kz)dz,
0

™
k=1

4 (1 4 [7%
ap = — / sin(8k + 4)xdx — — / sin(8k — 4)xdx =
T Jo 0

™
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_4cos(8k +4)x
m(8k +4)

4cos(8k —4)x
7(8k —4)

8 8

. T8k +4)  m(8k—4) -

sin(4x) cos(8kx) = % (sin(4 — 8k)x + sin(4 + 8k)x) = % (sin(8k + 4)x — sin(8k — 4)x)




B 4
72k +1)(2k — 1)

> ag = % = f(z) = |sin(dz)] = % - %Z 5 1;(% g cos(Bk)

00
k=1

¢) (1 Punkt) Untersuchen Sie die Fourierreihe aus b) auf punktweise und gleichmdfige Konvergenz.
(Beantworten und begriinden Sie also an welchen Stellen die Fourierreihe gegen die urspriingliche
Funktion konvergiert, punktweise beziehungsweise gleichméBig, und wo nicht).

e Punktweise: Die Funktion erfiillt die Voraussetzungen des Dirichlet-Kriteriums
(beschrankt, 2r—periodisch, bis auf endlich viele Sprungstellen stetig differenzierbar).
Das heifit die Fourierreihe konvergiert punktweise gegen

flat) + fla—)
; :

Da f(x) stetig ist, ist f(z+) = f(z—), das heifit also die Fourierreihe konvergiert
tiberall punktweise gegen die urspriingliche Funktion f(z).

o Gleichmdfig: Da f(x) stetig ist, 2m-periodisch und stetig differenzierbar abgesehen von
(im Intervall [—m, | endlich vielen Sprungstellen, ist der Satz aus dem Skriptum zur
gleichméfigen Konvergenz von Fourierreihen anwendbar und somit konvergiert die
Fourierreihe auf dem ganzen Definitionsbereich gleichméBig gegen f(z).




