1. Ubung

Selection Sort ist ein einfacher Sortieralgorithmus: Sei A eine Liste mit n Elementen, so sucht man
zunéchst das kleinste Element und bringt es an die erste Position. Anschliefend sucht man das zweit-
kleinste Element und bringt es an die zweite Position etc.

Uberlegen Sie sich einen Pseudocode (siehe z.B. http://de.wikipedia.org/wiki/Pseudocode fiir eine De-
finition/Erklérung von Pseudocode) fiir diesen Algorithmus und bestimmen Sie die Anzahl der notwen-
digen Schritte, die (in Threm Pseudocode) nétig sind, um eine n—elementige Menge zu sortieren.

Sequentielle Suche: Uberlegen Sie sich einen Pseudocode, welcher in einem n — 1-elementigen Datensatz
All],..., A[n—1] ein Element  sucht und j € {1,...,n—1} ausgibt, falls z = A[j] und n sonst. Machen
Sie bei Threm Algorithmus eine
i. best—case Analyse (Es werden Eingaben betrachtet, die minimale Laufzeiten (wie grof§ sind diese?)
liefern).
ii. worst—case Analyse (Es werden Eingaben betrachtet, die maximale Laufzeiten (wie grof§ sind diese?)
liefern).
iii. average—case Analyse (Es wird der Mittelwert der Laufzeiten fiir alle Eingaben berechnet).

2. Das Horner—Schema dient zur Auswertung von Polynomen. Grundidee ist die Umformung

n
p(z) = Zanx" =ao+x(a1 + x(ag + ... + x(ap—1 + za,)...)).
k=0

Wiederholen Sie die genaue Funktionsweise des Horner—Schemas und tiberlegen Sie sich einen Pseudo-
code fiir das Horner—Schema.

Uberlegen Sie sich einen Pseudocode fiir die direkte Auswertung von Polynomen (direktes Einsetzen).
Vergleichen Sie die Schrittzahlen der beiden Codes.

Vergleichen Sie das asymptotische Verhalten von f(n) = n! und g(n) = (n+2)!, d.h. iiberlegen Sie sich
ob eine (welche) der Funktionen ein o, O, w, 2, © der anderen Funktion ist.

Vergleichen Sie das asymptotische Verhalten von f(n) = n'°824 und g(n) = 3!°%2"  d.h. iiberlegen Sie
sich ob eine (welche) der Funktionen ein o, O, w, £, © der anderen Funktion ist.

Zeigen Sie anhand der Definition, dass fiir asymptotisch nichtnegative Funktionen f und g die Beziehung

O(f(n) + g(n)) = max(f(n), g(n))
gilt.
Folgt aus f(n) = O(g(n)), dass 2/ = 0(29(")?
Ist f(n) = O(f(n)?)?
Finden Sie eine Funktion f, sodass weder f(n) = O(n) noch f(n) = Q(n).
Weisen Sie nach, dass 377 a/ = O(a").

4. Weisen Sie nach, dass > ;_; 1/k = O(In(n)), indem Sie > ;_; 1/k

(a) abschétzen durch in N = [In(n)| Blocke der Gestalt ZQi_l L% =1,...,N und anhand dieser

7=0 274j>
Aufteilung > 7, 1/k < In(n) + 1 verifizieren

(b) mit dem Cauchy’schen Integralkriterium abschétzen.

5. Bekanntlich sind die Fibonacci Zahlen rekursiv definiert durch Fy =0, Fy =1, F,, = F,,_1 + F,,_o fiir n > 2.

(a) Zeigen Sie mit vollstdndiger Induktion, dass

(Dn _ (I>/n

F, = ,
BNV

(1)

wobei @ = 1+72\/5 und &' = 172\/5.



(b) Schlieflen Sie aus (a) auf das asymptotische Wachstum von F,.

(¢) Angenommen, man wiirde die Fibonacci Zahlen anhand eines Algorithmus berechnen, welcher auf der
rekursiven Definition beruht, d.h. einem Algorithmus der Gestalt
define F), :
ifn<2:
return 1
else :
return Fp,_1 + Fp_9
Offenbar hétte man das Problem, dass in der Rekursion niedrigere Fibonacci Zahlen oft (neu) berechnet
werden miissten.
Uberlegen Sie sich, wie oft beispielsweise fiir Fpy die Zahl F3 berechnet werden miisste. Verallgemeinern
Sie diese Beobachtung und folgern Sie daraus, dass allgemein die Schrittzahl zur rekursiven Berechnung
von F,, exponentiell wéichst.

6. (Fortsetzung Fibonacci): Neben der direkten Formel (1) zur Berechnung von F,, (in welcher Rundungsfehler
problematisch werden kénnen), existiert die auf Matrixmultiplikation beruhende Formel:

Foi F, (1 1)\"
F, F,.1n/) (10 '
(a) Verifizieren Sie diese Formel mit vollstédndiger Induktion.

. 1 1\"
(b) Uberlegen Sie sich einen rekursiven Algorithmus, der zur Berechnung von ( 10 ) nur logarithmisch

viele Schritte benétigt.

7. (a) Zeigen Sie mit vollstéandiger Induktion, dass ein Algorithmus, dessen Laufzeit T'(n) (in Abhéngigkeit
von n, der Anzahl der Elemente der Eingabemenge, welche eine Zweierpotenz sei) der Rekursion

T(n) = 2 fir n = 2,
T 2T(n/2) +n firn=2kk=234,....

geniigt, T'(n) = nlogy n erfiillt.

(b) Insert Sort kann folgendermafen rekursiv definiert werden. Um das n—elementige Array A[l,...,n]
(d.h., das n—Tupel (A[1], A[2],..., A[n])) zu sortieren, sortiert man (rekursiv) das n — l-elementige
Array A[l,...,n — 1] und sortiert in diese das n—te Element A[n] ein usw. Uberlegen Sie sich einen

Pseudocode fiir diese Prozedur und bestimmen Sie eine Rekursion fiir die Laufzeit dieses Algorithmus.

8. Unimodal Search: Ein n—elementiges Array A[l,...,n] heiit unimodal, falls es mit einem streng monoton
wachsenden Abschnitt A[l,...m] beginnt, an welchen ein streng monoton fallender Abschnitt Ajm+1,...,n]
anschlieBt. Speziell ist das Element A[m] das maximale Element des Arrays.

Geben Sie einen Divide and Conquer Algorithmus an, welcher in O(n logy n) Schritten das maximale Element
eines unimodalen Arrays liefert.



