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Übung Stochastische Analysis für Finanz- und Versicher-
ungsmathematik 1 (WS 2011)

Blatt 1

Im Folgenden seien X,X1, X2, . . . reellwertige Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Ω,A,P). Man sagt (Xn)n∈N konvergiert gegen X in Wahr-
scheinlichkeit, falls für alle ε > 0 gilt

lim
n→∞

P(|Xn −X| ≥ ε) = 0.

Man schreibt dafür auch Xn
P−→ X. Die Folge (Xn)n∈N konvergiert fast sicher

gegen X, falls gilt

P
({
ω ∈ Ω : lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω)

})
= 1.

1. (i) Zeigen Sie, dass Xn → X fast sicher genau dann, wenn P(|Xn−X| >
ε i. o.) = 0 für alle ε > 0.

(ii) Zeigen Sie, dass die Umkehrung des Satzes von Borel–Cantelli (ohne
der Voraussetzung der Unabhängigkeit) im Allgemeinen nicht gilt.
Betrachten Sie dazu den Warscheinlichkeitsraum

(
(0, 1),B(0, 1), λ

)
,

wobei λ das Lebesguemaß bezeichnet.

2. Zeigen Sie, dass Xn
P−→ X genau dann, wenn für jede Teilfolge (Xn(m))m∈N

eine weitere Teilfolge (Xn(m(k)))k∈N existiert die fast sicher gegen X kon-
vergiert.

3. Seien X1, X2, X3, . . . unabhängig identisch verteilt mit E(Xi) = 0 und
E(X4

i ) <∞, i ∈ N. Für n ∈ N sei Sn := X1 + · · ·+Xn, dann gilt Sn

n → 0
fast sicher für n→∞. (Version des starken Gesetzes der Großen Zahlen)
Hinweis: Schätzen Sie P(|Sn| > nε), ε > 0, mit Hilfe der Chebyshev Ungleichung
ab. Überlegen Sie sich, dass

E(S4
n) = E

(( n∑
i=1

Xi

)4)
= E

( ∑
1≤i,j,k,l≤n

XiXjXkXl

)
und benutzen Sie die Unabhängigkeit um diesen Ausdruck weiter zu vereinfa-

chen.

4. Seien X1, X2, X3, . . . unabhängig mit P(Xn = 1) = pn und P(Xn = 0) =
1− pn. Zeigen Sie, dass

(i) Xn
P−→ 0 genau dann, wenn pn → 0.

(ii) Xn → 0 fast sicher genau dann, wenn
∑∞

n=1 pn <∞.

5. Sei X eine Rd-wertige Zufallsvariable mit charakteristischer Funktion ϕX .
Zeigen Sie, dass ϕX gleichmäßig stetig ist mit |ϕX(t)| ≤ ϕ(0) = 1, t ∈ Rd.
Weiters gilt ϕ−X(t) = ϕX(−t) = ϕX(t) für alle t ∈ R.


