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1. Sei (Q,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X € L?(Q2, 4,P) und F C A
eine Teil-o-Algebra. Dann ist die bedingte Erwartung E[X |F] bis auf fast
sichere Gleichheit die einzige Zufallsvariable Z € L?(, F,P), fiir welche
der Erwartungswert

B((X — 7))

seinen kleinstmoglichen Wert annimmt.
Hinweis: Uberlegen Sie sich, dass fiir Y € L*(Q, F,P) gilt

E((X - Y)?) —E((X — E[X|F])?) = E((E[X|F] - Y)?).
2. Sei Q2 =[0,1], A = £([0,1]) die o-Algebra der Lebesgue messbaren Mengen
auf [0, 1], P’ die Einschréinkung des Lebesguemafes auf [0, 1] und F := {A €
£([0,1]) : 1 — A = A P-fs.} die o-Algebra aus Beispiel 4 der 6.Ubung.

Zeigen Sie, dass fir Y € L?(Q, A, P) gilt Y € L?(Q, F,P) genau dann,
wenn Y (w) = Y (1 — w) P-f.s. und, dass fiir X € L?(Q, A, P) gilt

E7 X(w) = E(X|F)(w) = %(X(w) +X(1-w)) Pfs.

Gilt diese Formel auch fiir X € L1(Q, A, P)?

3. Sei (Q2,.A) und die o-Algebra F wie in Beispiel 2 und P(A) := 2 [, wdA(w),
A € F, wobei \ das Lebesguema$ auf [0, 1] bezeichnet. Zeigen Sie, dass
fir X € L?(Q, A, P) gilt

E7X(w) =E(X|F)(w) =wX(w)+ (1 -w)X(1 —w) P-fs.

Gilt diese Formel auch fiir X € L1(Q2, A, P)?



