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1. Sei f: Ry — R eine stetige Funktion. Fiir festes ¢t € R, und jedes n € N
definiert man eine Funktion f, : R — R durch

£ (6) {f(g“t) fallsse[%t,g#t) fiir j = 0,1,...,2" — 1,
n(8) ==

f(s), s>t

Beweisen Sie, dass lim,, o frn(s) = f(s) fir jedes s € Ry. Zeigen Sie
weiters, dass f, monoton fallend ist, falls f monoton steigend ist.

2. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Fiir X € &, ist das stochastische Integral X.B wohldefiniert, d.h. es
ist unabhéngig von der Darstellung von X.

(b) Es gilt £ C P sowie &, C P? C Pﬁ;c.
Hinweis: Um £ C P einzusehen iiberlegen Sie sich, dass ein adaptierter

rechtsstetiger (linksstetiger) Prozess X auch progressiv messbar ist. Be-
trachten Sie dazu fiir festes t > 0 die Folge von Zufallsvariablen

] FIVRFES VAT et
Yo (w,s) == XJ;rTlt(w)7 ERS [Qnt, o t), fir j =0,1,...,2"7 7,
XS("J)7 s>t

und verwenden Sie Beispiel 1.

3. Sei ¥ eine Filtration auf einer beliebigen Indexmenge ' C R, X = (Xy)ier
ein reellwertiger Prozess, T eine Stoppzeit mit Werten in T und die Abbil-
dung X definiert durch X, : Q = R, w > X (,,)(w). Zeigen Sie, dass X,
messbar beziiglich #; ist, falls eine der beiden Bedingungen erfiillt ist:

(a) T ist abzdhlbar und X ist adaptiert.

(b) T =R, und X ist progressiv messbar.
Hinweis: Beachten Sie, dass fiir B € B(R) und ¢t > 0 gilt

{Xr e B}n{r <t} ={X;ne € B}Nn{r < t}.

4. Sei F eine Filtration auf einer hochstens abzihlbaren Indexmenge 7' C R
und M ein reellwertiger, integrierbarer und adaptierter Prozess auf T.
Dann ist M ein Martingal genau dann, wenn E[M,| = E[My] fiir jede
beschrankte T-wertige Stoppzeit 7.

Hinweis: Um die Riickrichtung zu zeigen betrachten Sie fiir s < ¢, s,t € T, und
A € F, die Abbildung 7 := s14 + t1 gc.



