Stochastische Analysis 1, WS15 Arpad Pinter

Ubungsblatt 3

1. Konstruktion einer bivariaten Normalverteilung mit vorgegebener Korrelation.
Seien U,V ~ N(0,1) unabhiingige, standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Gegeben sei der
Wert p € [—1,1] und definiere W := /1 — p?U + pV.

(a) Zeige, dass (V, W) bivariat normalverteilt ist, W ~ N(0,1) und Cov(V, W) = p.

(b) Seien px,uy € Rund ox,oy € [0,00). Definiere X := pux + oxV und Y := py + oy W.
Zeige, dass (X,Y) bivariat normalverteilt ist, X ~ N (ux,0%) und Y ~ N (uy, o), und
fiir den Korrelationskoeffizient Corr(X,Y’) = p gilt.

2. Seien X und Z unabhéngige Zufallsvariablen mit X ~ A(0,1) und

Definiere die Zufallsvariable Y := ZX und zeige, dass Y ~ N(0,1) und Cov(X,Y) = 0, aber
(X,Y) nicht normalverteilt ist.

3. Fiir alle n € N sei X,, ~ B(n, p,) binomialverteilt mit Parametern n € N und p,, € [0, 1]. Gelte
noch zusétzlich lim,, o np, = A fiir ein A € (0, 00).
Zeige mit Hilfe von charakteristischen Funktionen, dass die Folge der Zufallsvariablen (X,,)nen
in Verteilung gegen eine poissonverteilte Zufallsvariable X ~ P () mit Parameter A konvergiert.

Hinweis: Verwende charakteristische Funktionen. (Die charakteristischen Funktionen einer Binomialver-
teilung bzw. einer Poissonverteilung missen dabei nicht berechnet werden.)

4. Momenterzeugende Funktion der nicht-zentralen x2- Verteilung.
Sei Y ~ N(u,0?I;) mit p € R? und o2 > 0. Die Komponenten von Y sind unabhiingig und
(nicht-zentral) normalverteilt. Die Zufallsvariable ||Y||3 = Zle Y;? hat dann eine nicht-zentrale
x2-Verteilung. Zeige:

(a) Die momenterzeugende Funktion der nicht-zentralen y2-Verteilung ist gegeben durch
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(b) E[|Y]|%] < oo fiir alle p > 0.

Hinweis zu (b): Verwende Beispiel 3 aus der zweiten Ubung und (a).

5. Sei A ~ I'(a, ) mit «a, B > 0.
Zeige mit p € (—a,00) und p € (—o0, ), dass
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gilt. Insbesondere ist E[A] = ¢ und Var(A) = 5.
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