Stochastische Analysis 1, WS15 Arpad Pinter

Ubungsblatt 7

1. Sei F = (F})¢>0 eine Filtration und F™ = (F;;) die dazugehorige rechtsstetige Filtration.
(a) Sei 7 eine F-Stoppzeit und ¢ > 0. Zeige, dass T + ¢ eine F-Stoppzeit ist.

(b) Sei o eine F-Stoppzeit und 7 eine Ft-Stoppzeit. Zeige, dass o A 7 messbar bzgl. F, ist.

2. Sei (S,S) ein messbarer Raum, F = (F;);>0 eine Filtration mit Foo = O‘( Utzo ]:t) und
X = (X¢)t>0 eine F-progressiver, S-wertiger stochastischer Prozess.
Zeige, dass X adaptiert und Br+ ® Foo-messbar ist.

3. Die algebraische Struktur der Menge der Martingale.
Sei (Q, F,F,P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum mit F = (F;);er und M der Raum der
Re-wertigen F-Martingale.

(a) Zeige, M ist ein Vektorraum iiber R.

(b) Erweiterung der Homogenitét aus (a) : Sei A eine (komponentenweise) beschrankte,
R™_wertige, (e Fi-messbare Zufallsmatrix und M eine Re-wertiges F-Martingal.
Zeige, dass AM ein R™-wertiges F-Martingal ist.

4. Sei M = (My)ier ein (F;)ier-adaptierter, R%-wertiger, integrierbarer Prozess, sodass
E[M; — Ms] = 0 und M; — M, unabhéngig von F; fiir alle s < t in T ist. Zeige:

(a) M ist ein Martingal bzgl (F)er.

(b) Jede Brownsche Bewegung bzgl. einer Filtration F, die bei einer integrierbaren Zufallsva-
riable X startet, ist ein F-Martingal.

5. Sei (Bt)t>0 eine eindimensionale standardisierte Brownsche Bewegung bzgl. der Filtration F =
(Ft)e>0 und a € R. Zeige:

(a) (B? —t);>0 ist ein F-Martingal.

(b) (Mgexp(aB; — %oﬂt))tzo ist ein F-Martingal, wobei Mj eine beschrinkte, Fo-messbare,
reellwertige Zufallsvariable ist.

6. Sei F = (F;)ier eine Filtration.

(a) Sei (M;)ier ein Re-wertiges F-Martingal und f: RY — R eine konvexe Funktion, sodass
f(My) fiir alle ¢t € T integrierbar ist. Zeige, dass dann (f(M;))ier ein F-Submartingal ist.

(b) Sei (My)ier ein reellwertiges F-Submartingal und f: R — R eine konvexe, nicht-fallende
Funktion, sodass f(M;) fiir alle ¢t € T integrierbar ist. Zeige, dass dann (f(M;))ter ebenfalls
ein F-Submartingal ist.

Hinweis: Jensen-Ungleichung.
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