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1. Gegeben ist ein strikt mini-phasiger ARMA (p,q) Prozess
Ty = 01%T¢—1 + -+ QpTi_p + € +breg_1 + -+ bger_g
wobei (¢;) ~ WN(c?), 02 > 0, a, # 0 und b, # 0.
(a) Zeigen Sie, dass die ein-Schrittprognose %41 aus der unendlichen Vergangenheit gegeben ist durch:
Tppr = 1T+ F apTep1p + b€+ F bgeip1g

Berechnen Sie auch die Varianz 0% = Ed;41 des entsprechenden Prognosefehlers ;41 = 2441 —
flz't+1.
(b) Zeigen Sie, dass die zwei-Schrittprognose &2 aus der unendlichen Vergangenheit gegeben ist
durch:
Zipo = 018441 + Q2T + -+ QpTiyo—p + bo€s + - -+ bg€rya_qg

Berechnen Sie auch die Varianz 03 = Ed;42 des entsprechenden Prognosefehlers ;12 = x412 —
Tit2.
Hinweis: Verwenden Sie
H (t) = span(z, | s < t) = span(e, | s < 1) = He(t)
und argumentieren Sie mit dem Projektionssatz!

2. Gegeben sei eine Markovkette (X;,)n>0 mit Zustandsraum S = {0, 1,2}, Anfangsverteilung Ao = 1/3,
A1 =1/3, Ay = 1/3 und einer Ubergangsmatrix P, die durch folgendes Diagramm dargestellt wird.
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(a) Geben sie P als reelle 3 x 3-Matrix an und berechnen Sie die unbedingte Verteilung von X, also
P[X,; =] fiir i = 0,1,2 an.

(b) Sei H =inf{n > 0: X,, = 2}. Bestimmen Sie h; = P;[H < oo] fiir i =0, 1, 2.

(¢) Bestimmen Sie E;(H) fiir i =0, 1, 2.

(d) Fiir n > 0sei Y,, = max(Xo,...,X,) und Z,, = (X,,Y,,). Zeigen Sie sorgfiltig, dass (Z,)n,>0 eine
Markovkette ist. Welchen Zustandsraum wéahlen Sie?

(e) Skizzieren Sie die Ubergangsmatrix von (Z,),>0 in einem Diagramm.
Hinweis: Vielleicht versuchen Sie (e) vor (d).

3. Gegeben ist ein stationdrer Prozess (r;) mit Erwartungswert Ez; = p und Autokovarianzfunktion
vz (k) = Cov(xiyr, ). Betrachten Sie nun den gefilterten Prozess

(ye) = (1 —aB) ™" (zy)

wobei |a|] < 1 gilt. (B bezeichnet den Backshift-Operator.) Berechnen Sie Ey; und die Autokovarianz-
funktion v, (k) = Cov(Yitk, y¢). (D.h. driicken Sie Ey, und die ACF ~,(k) durch Ez,, die ACF ~,(k)
und den Parameter a aus.) Zeigen Sie auch folgende Abschitzung fiir die Varianz von y;:

7(0) < (1_1|a)2%<o>



4. Sei {W(t) : t > 0} eine Brownsche Bewegung, und {F(t) : t > 0} die von ihr erzeugte Filtration.

(a) Berechnen Sie Cov[W(4) — W (1), W (5) — W(2)].
(b) Berechnen Sie E[W (t + 1)W (t)|F(t — 1)] fur ¢ > 1.

(c) Wir setzen t =i/n fir n > 1und ¢ =0,...,n. Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz von
n—1
C =Y (W(thy) = WD) — 1), n> 1.
i=0

(d) Zeigen Sie C,, konvergiert fiir n — oo in L? und bestimmen Sie den Grenzwert. Hinweis: Vorige

Teilaufgabe.
(e) Fiirt > 0sei f(t) = (1—t)W(t)Ijo,1)(t), t > 0. Begriinden Sie kurz warum f € M? und berechnen
Sie mit der Ito-Isometrie F@)dW(t)|| . (Wurzel nicht vergessen!)
0 L?




