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1. Gegeben ist ein MA(2) Prozess
Ty = € + bep_o

wobei (¢;) eine white noise Prozess mit Varianz o = 1 ist und |b| < 1.
(a) Bestimmen Sie die Autokovarianzfunktion des Prozesses (z;).
(b) Uberpriifen Sie die “strict-miniphase” Bedingung.

(c) Berechnen Sie die h-Schritt-Prognose ;44 aus einem vergangenem Wert (&, =

cgh)a:t, k = 1) und die entsprechende Prognosefehlervarianz o}, , fiir h =1, h = 2
und h = 3.

(d) Vergleichen Sie o7, auch mit der Varianz des h-Schritt-Prognosefehlers aus der
unendlichen Vergangenheit. (D.h. berechnen Sie o7 fiir h = 1,2,3.)

2. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, 7, P) und eine Brownsche Bewegung
(W (t),t > 0). Weiters sei (F(t),t > 0) die natiirliche Filtration von W.

(a) Gegeben seien zwei reelle Zahlen 0 < o < 8 und
f#) =lp(t), t20
Berechnen Sie das stochastische Integral
¢
L) = [ feaws), t0
0

Gemeint ist: Geben Sie einen méglichst einfachen Ausdruck fiir 7,(f) an. Unter-
scheiden Sie eventuell die Félle 0 <t < a,a<t< S und t > 3.

(b) Berechnen Sie
/ t f(s)%ds
0
fiir alle ¢ > 0.
(c) Berechnen Sie Var[li(f)] mit der Ito-Isometrie.
(d) Berechnen Sie E[L(f)|F(s)] fiir den Fall, dass a < s < t < S gilt.

(e) Sei' X
§t)=5+W(tvy)-W(y), t20

Zeigen Sie, dass (£(t),t > 0) ein Ito-Prozess ist, indem Sie explizit eine Darstellung
t t
£(t) = €(0) +/ a(s)ds +/ b(s)dW (s) a.s.
0 0

fir alle ¢ > 0 angeben, und zeigen Sie, dass die Zufallsvariable £(0) und die
Prozesse (a(t),t > 0) und (b(t),t > 0) die erforderlichen Eigenschaften haben. -

Hier sei v = 0.57721 ... die Euler-Mascheroni-Konstante, was aber nicht wirklich wichtig fiir die Aufgabe
ist, und weiters z V y = max(z,y).



3. Betrachten Sie den ARMA(1,1) Prozess
Ty = 0.5$t_1 + €t + 0.5€t_1
wobei (€;) ~ WN(o?), 0 > 0.

(a) Uberpriifen Sie die Stabilititsbedingung und die “strict miniphase” Bedingung.
(b) Sind die beiden Polynome a(z) und b(z) koprim?

(c) Zeigen Sie, dass die ein-Schrittprognose %1 aus der unendlichen Vergangenheit
gegeben ist durch:
'%H']- = 05.7;): + 0.5€t

Berechnen Sie auch die Varianz 0? = E47,, des entsprechenden Prognosefehlers
Ut1 = Tp41 — Leq.
(d) Zeigen Sie, dass die zwei-Schrittprognose &2 aus der unendlichen Vergangenheit

gegeben ist durch:
Tpro = 0.5Z441

Driicken Sie den entsprechenden Prognosefehler 4,19 = 119—2141o durch €19, €441, €,..
aus und berechnen Sie dessen Varianz o2 = Ed7,,.

(e) Beweisen Sie folgende Rekursionsformel fiir die h-Schrittprognose:
Gein = 0.55,py fir b > 2
Hinweis: Verwenden Sie
H.(t) = span(z, | s < t) = span(e, | s < t) = H(t)
uﬁd argumentieren Sie mit dem Projektionssatz!

4. Gegeben Sei eine Markovkette (X, )>o mit Zustandsraum I = {1,2,3, 4,5}, Anfangs-
verteilung 41, und Ubergangswahrscheinlichkeiten die in folgendem Graphen dargestellt
sind.

3/4

1/4

1/2 1/2
1/4 1/2
3/4 1

(a) Bestimmen Sie die Kommunikationsklassen der Kette.

(b) Welche Klassen sind abgeschlossen?

(¢) Welche Zusténde sind absorbierend?

(d) Sei T = inf{n > 0: X,, = 5}. Berechnen Sie P;[T < oo] fiir 7 € I.
)

(e) Ermitteln Sie E[T’]. Hinweis: Sie konnen wahlweise rechnen oder argumentieren!



