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1. Betrachten Sie den ARMA(1,1) Prozess x; = ax;1 + € + bei_q, |a| < 1, 0] < 1,
<€t) ~ WN(O’2>

(a) Zeigen Sie, dass z; = y; + by,_1, wobei (y;) der AR(1) Prozess y; = ay;_1 + € ist.
(b) Zeigen Sie, dass (z;) folgende MA(co) Darstellung hat:

Ty = € + Z(CL + b)ajet_l_j
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(c) Zeigen Sie, dass die Autokovarianzfunktion von (x;) gegeben ist durch:

(2
1_a2(1—|—2ab+b2) firk=0
2
(k) = T a1+ ab) i k>0
1(—F) fiir k < 0
(d) Zeigen Sie, dass (z;) ein white noise Prozess ist fiir a + b = 0 oder ab = —1.



2. Gegeben ist ein ARMA(2,1) Prozess 7; = ayTy_1 + asTy_o + €+ bies_1, (&) ~ WN(o?).
Die Stabilitats-Bedingung und die strikte minimum phase Bedingung sind erfiillt und
daher gilt H,(t) = H,(¢). Wir betrachten die h-Schrittprognose &, fir x;,, aus der
unendlichen Vergangenheit (x4, s < t) und die entsprechenden Prognosefehler ;. =
Tiin — Tryp. Beweisen Sie folgende Behauptungen:

(a) 1-Schrittprognose (h = 1):

Tiy1 = 1T+ aexi—1 + b
U+l = €41
o) 9

Eu;,, = o

(b) 2-Schrittprognose (h = 2):

Tipg = 1Tyqq + 2Ty
Uty2 4o + (a1 + b1)er
Ei;,, = o°(1+ (a1 +b1)?)

(¢c) 3-Schrittprognose (h = 3):

Tips = 1Tyq2 + ATiq
ﬁt+3 = €43 -+ (a1 + b1>€t+2 + (GJ% + a1b1 + a/2>€t+1
Eif s = o’ (14 (a1 +b1)* + (af + arby + a2)?)



3. Gegeben eine Markovkette (X,,),>o mit Zustandsraum I = {1,2, 3,4, 5}, deren Ubergangswahrscheinl
in folgendem Graphen dargestellt sind, wobei p € (0, 1) sein soll.
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(a) Wahlen Sie eine Anfangsverteilung und geben Sie diese sowie die Ubergangsmatrix
der Kette an.

(b) Sei H = inf{n > 0 : X,, = 1} und h; = P;[H < oo| fiir i € I. Bestimmen
Sie hi,...,hs. Keine Details notwendig, nur das Ergebnis. Notation wie in der
Vorlesung und im Buch.

(c) Sei K = inf{n > 0 : X,, € {3,5}}. Bestimmen Sie E[K] fiir die von Thnen
gewahlte Anfangsverteilung. Keine Details notwendig, nur das Ergebnis.

(d) Untersuchen bzw. berechnen Sie die Reihen

[e.e]
Zpg"), iel.
n=0

Notation wie in der Vorlesung und im Buch.

(e) Welche Zusténde sind rekurrent, welche transient? Geben Sie eine kurze, stich-
haltige Begriindung. Das Aufschreiben oder Umschreiben der Definition von
Rekurrenz und Transienz bringt keinen Punkt!



4. Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) und eine Brownsche Bewegung
(W(t),t > 0). Weiters sei (F(t),t > 0) die natiirliche Filtration von .

(a) Gegeben sei weiters eine ganze Zahl k > 1 und der Prozess
f() =W(k) - Lprin(t), t=>0.

Zeigen bzw. begriinden Sie, dass f € M liegt.

step

(b) Berechnen Sie das stochastische Integral I(f) moglichst explizit.

(c) Gegeben sei eine ganze Zahl n > 2 und der Prozess

n—1
W() - Ly () > 0.

J=1

Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz von

X:/Ooog(t)th

(d) Zeigen Sie, dass der Prozess Y mit

ein Ito-Prozess ist und geben sie den Anfangswert Y (0) und die Prozesse a und b
in der entsprechenden Darstellung

Y(t) =Y(0) + /ta(s)ds + /t b(s)dW(s), t=>0,

an. Dass Y (0), a und b die erforderlichen Messbarkeit- und Integrabilitdtsbedingungen
erfiillen, miissen und sollen Sie nicht zeigen.

(e) (Fortsetzung) Zeigen Sie, dass der Prozess Z mit
Z(t) =cos(Y(t)), t=>0,

ein Ito-Prozess ist und geben sie den Anfangswert Z(0) und die Prozesse A und
B in der entsprechenden Darstellung

Z(t) = Z(0) + / tA(s)ds—i— / tB(s)dW(s), t>0,

an. Dass Z(0), Aund B die erforderlichen Messbarkeit- und Integrabilitdtsbedingungen
erfiillen, miissen und sollen Sie nicht zeigen.



