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1. Sei (2, F) ein Messraum, (F;)¢=o,... 7 eine Filtration, 7: & — {0, ...,T'} eine Stoppzeit und
(H¢)i=o,..., 7 €in adaptierter Prozess.
Die Zufallsvariable H, sei definiert durch Hr(w) 1= H () (w),w € Q.
Zeige, dass H, bzgl. F; messbar ist.

2. Sei (@, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (F;):=o,... r eine Filtration, 7,0 Stoppzeiten und
(Hy)i=o,...,7 ein adaptierter Prozess mit H; € L'(P) firt =0,...,T.
Zeige, dass fiir alle t =0, ..., T gilt:

]E[Hcr|]:r] = E[Hg|ft] P-f.s. auf {7‘ = t}

(dh zeige E[Hg’fT]ﬂ{T:t} = ]E[Hg’ft:l]l{q—:t} ]P—f.S.)

Hinweis: Benutze die Definition des bedingten Erwartungswertes. Zeige zuerst, dass {T =t} € F;
und dass fiir jedes A € Fy auch AN{r =t} € F;.

Zeige nun, dass E[Ho1¢;—n14] = E[E[Ho1{r—sy | F-]1 4] fiir alle A € F;.

3. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (F;);—o,... 7 eine Filtration, 7 eine Stoppzeit und
(Ut)t=0,... T ein adaptierter Prozess mit U; € LY(P) fiir t =0, ..., T.
Sei U = M — A die Doob-Zerlegung von U.
Zeige, dass UT = M™ — AT die Doob-Zerlegung von U7 ist.



Einige Bemerkungen zu Amerikanische Optionen

In den folgenden Beispielen sollen amerikanische Claims, deren Bepreisung und optimale
Ausiibungsstrategien besprochen werden. Der grofie Unterschied zu européischen Claims
besteht darin, dass der Besitzer eines amerikanischen Claims C' diesen zu jeder Zeit

t € {0,...,T} ausiiben kann.

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die Snell-Einhiillende U = (Uy) {0,...,7} das kleinste
Supermartingal ist, das den Claim C' = (Cy)yo,.. 7y dominiert, d.h. Uy < Cy fiir t = 0,...,T. Der
Preis eines amerikanischen Claims zur Zeit ¢ € {0, ..., T} ist gerade U;.

Zur Berechnung der Snell-Einhiillenden geht man rekursiv vor: Ur := Cr und

Ut = maX{Ct,E*[Ut+1|ft]} fir t = 0, ,T — 1.

Um eine optimale Stoppzeit 7 fiir einen amerikanischen Claim C' zu ermitteln, muss man
sich den ersten Zeitpunkt ¢ € {0, ...,T'} suchen, sodass U; = C} gilt (diese Stoppzeit wére
gerade Tpn ). Dieser ,optimale“ Zeitpunkt ist natiirlich abhingig vom Ereignis w € Q bzw.
vom Verlauf der Aktie.

Bemerkung. Betrachte das folgende Modell mit Fy = {0, Q}, F; = ¢(Cy) und
]:2 = U(Cl, CQ) = ‘B(Q)

¢ Cg(wl) =C
/
Ci(wi2) = b a1
/ \
Co=a o C(wa2,3) = c2
— e
Ci(wsza) = bo

%

02 (LU4) = C3
In diesem Beispiel berechnet man die Fj-messbare Zufallsvariable E[C|F;] folgendermaBen:

E[Co|Fil(wi2) = c1-q1+c2- (1 —q1)
E[Co|F1)(ws4) = ca- g2 +c3- (1 — qo)



4. Betrachte das folgende Zweiperiodenmodell mit einem risikolosen und einem riskanten
Finanzgut B und S. Sei Q = {wy, wo,ws, w4}, Fo = {0,Q}, F1 = o(51),
Fo=0(51,52) ="B(Q) und P(w;) >0 furi=1,...,4.
Bi=1 By =1
Sg(wl) =9

By =1

/ \
So(wa3) =

So=5

SQ((U4) =3

Betrachte den amerikanischen Claim C, der gegeben ist durch Cp =1, Ci(wi2) = 4,
C’l(w374) = 0, Cg(wl) = 4, Cg(w2,3) =1 und Cg(w4) =0.

(i) Berechne das dquivalente Martingalmafl P*.

(ii) Berechne die Snell-Einhiillende Uy, t = 0,1, 2, fiir den Claim.

(iii) Berechne eine optimale Stoppzeit 7, d.h. bestimme 7(w;),i =1, ..., 4.

5. Betrachte das folgende Zweiperiodenmodell mit einem risikolosen und einem riskanten

Finanzgut B und S. Sei Q = {w1,wa,ws,wa}, Fo = {0,Q}, F1 = o (S1),
Fo = 0(S1,52) =P(N) und P(w;) > 0 fir i = 1, ...,4. Betrachte den amerikanischen Claim

C.
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By=1 B, =

So(wy) = 10530/64
CQ((.Ul) =0

Sl ((.ULQ = 1026/8
Cl (w374) =0

So(wn.3) = 793864

So =100
CQ(WQ’:’)) = 405/64
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Sl (W3,4) = 774/8
Cy(ws4) = 180/8

AV

So(ws) = 5994/64
Co(wyg) = 2430/64

(i) Berechne das dquivalente Martingalmafl P*.

Hinweis: Beachte, dass unter P* nur S ein Martingal sein muss. C hingegen ist i.A. kein
Martingal unter P*.
(ii) Berechne den Preisprozess des Claims, d.h. die Snell-Einhiillende U.

(iii) Berechne eine optimale Stoppzeit 7.



. In einem Binomialmodell mit u = 2,d = %, r= %, So =1 und T = 3 betrachte einen
amerikanischen Put mit Filligkeit 7" = 3 und Strike K = %

(i) Berechne das dquivalente Martingalmafl P*.
(ii) Berechne den Preisprozess des Claims.

(iii) Berechne eine optimale Stoppzeit 7.

Hinweis: Fertige eine Skizze des Modells an.

. Gegeben sei ein vollstdndiges Mehrperiodenmodell mit 7" € N und dem eindeutigen
dquivalenten Martingalmafl Q. Sei C' = (C});—o,...,7 ein amerikanischer Claim.

(i) Ist C ein Q-Submartingal, dann ist die optimale Stoppzeit 7 =T.
(ii) Ist C ein Q-Supermartingal, dann ist die optimale Stoppzeit 7 = 0.

Hinweis: Definition der optimalen Stoppzeit und Optional-Sampling- Theorem.



