Ubungen zur Numerischen Mathematik, LVA 106.064 WS 2007/08

Projekt 11: Asymptotische Formeln fiir Summen

Motivation: Die Aufgabe ist, Summen von der folgenden Form fiir grofe n effizient auszuwerten:

n

Si(n) = Z 1,, Sa(n) = Zjia

=17

Fiir o > 1 existiert lim,, .., So(n)!; allerdings konvergiert (fiir a nahe bei 1) die Summe nur sehr
langsam, so dafl eine direkte Auswertung nicht realistisch ist.

Projektziel: Es wird eine Technik kennengelernt, mit der solche Summen durch “asymptotische
Entwicklungen” approximiert werden. Z.B. werden wir fiir Sy(n) eine Darstellung der Form

m—1

Si(n) =Ilnn + Z arn " + R, (n)

k=0

herleiten. Hier ist m € Ny beliebig, die Koeffizienten a; werden unten angegeben, und der Rest
R, ist fiir grofle n klein in dem Sinn, dafl

|IRn(n)| < Cpn™  VneN,

wobei C,,, > 0 eine Konstante ist, die von m abhéngt. Fiir grofie n liefert bereits fiir kleine m die
Summe Inn + 377 agn* eine sehr genaue Approximation an Sy (n).

1. Definieren Sie die Bernoullipolynome rekursiv durch By = 1 und

Bi(x) = kBj_1(z), /0 Bi(z)dx =0 k=1,2,... (1)

a) Zeigen Sie, daf fiir |[{| < 27 und x € C gilt: 2

Gt z) = :ZBk(a:)% (2)

Hinweis: Betrachten Sie tG(t,z) und 0,G(t,z), und verwenden Sie geeignete Aussa-
gen der Analysis iiber Eindeutigkeit der Koeffizienten von Potenzreihen und iiber die
Moglichkeit der Vertauschbarkeit von Differentiation und Summation.

b) Zeigen Sie folgende Eigenschaften der Bernoullipolynome:
1. Br(l1 —x) = (=1)*By(x) Vk € Ng,z € R Hinweis: betrachten Sie G(—t,1 — z)
2. By(1) = B(0) fur alle geraden k
3. Bi(0) = Bg(1) = 0 fiir alle ungeraden k

Lder Wert ist gerade ((«) mit der Riemannschen ¢-Funktion

2die Funktion G heifit die erzeugende Funktion fiir die Bernoullipolynome. Die erzeugende Funktion kann auch
“hergeleitet” werden: setzt man G(z,t) := >, Bi(z)t" /k! und geht formal vor, so ergibt sich aus (1): 9,G = tG.
Diese Differentialgleichung kann gelést werden: G(z,t) = G(0,t)e*?; aus fol Bi(z)dr =0 fir k> 1 und By =1
“folgt” dann fol G(z,t)dx =1, d.h., es ergibt sich die in (2) angegebene Funktion.



2.

3.

4.

Weiterhin gilt auf dem Intervall I = [0, 1]:

1. fiir £ > 1 sind 0 und 1 die einzigen Nullstellen von @ — Bag(z) — Bax(0) in [

2. fir k > 1 hat  — By (x) hochstens 2 Nullstellen in [

3. die einzigen Nullstellen von = — Bgyy1(x) (fiir £ > 1) in [ sind 0, 1/2, 1

| Bor ()| < |Bay(0)| fiir # € x € I und | Bog(x) — By (0)] < (2 — 2172F)| By

HINWEISE: Versuchen Sie Aussagen 1-3 gemeinsam durch Induktion zu zeigen. Fiir 4
tiberlegen Sie sich, wo By ein Maximum annehmen kann, und betrachten Sie G(t,0) +
G(t,1/2) = 2G(t/2,0).
Die Funktionswerte By (0) heiflen Bernoullizahlen; es gilt:

1 1 1 1 1
B()<O) — 1, Bl(O) - —5, BQ(O) - =

6’ 30

(Euler-McLaurin’sche Summenformel) Zeigen Sie fiir beliebige a, n, m € Ny mit a < n:

m—1

S0 = [ frde g (@) + )+ Y (100 = @) + Rl
n) — Ban (0) (2m—1) 2m 1) m (T — SUJ) 2m) (1) do:
Run) = T2 (£ ) = £ (a) - / Banle —_|2) pani )
_ " Bom(0) — Bom(x — LxJ)
-/ CrT

a)

b)

Zeigen Sie: Fiir @ > 1 hat S,(n) eine asymptotische Entwicklung der folgenden Form:
Es existiert eine Folge (a,)52_; so daB fiir jedes m € Ny

n)=a_+ Z a,n' " + Ry (n), (4)
v=0

geschrieben werden kann, wobei der Rest Em (n) eine Abschétzung der Form
|Rpn(n)] < Cpyn!=o= 4D yp

erfiillt. Hinweis: Verwenden Sie die Euler-McLaurinschen Summenformel fiir ein kleines
m, schreiben Sie das dortige Restglied als fln = floo — f:o und integrieren Sie den zweiten
Term hinreichend oft partiell.

Geben Sie ag, a1, a2, az an—der Bestimmung von a_; ist der nichste Aufgabenteil
gewidmet!

Offensichtlich ist a_; = lim, .o, S,(n). Bestimmen Sie fiir & = 1.01 diesen Wert mit
einem absoluten Fehler von 107!2. Gehen Sie dazu wie folgt vor: Wihlen Sie eine Kom-
bination von n und m, so daf Sie aus der asymptotischen Entwicklung (4) durch direkte
Berechnung von S, (n) (mit MATLAB oder MAPLE) und Abschitzung des Restgliedes
fim(n) den gesuchten Wert a_; mit der gewiinschten Genauigkeit berechnen kénnen. Ver-
gleichen Sie Thr Ergebnis mit dem exakten Wert (der exakte Wert ist zeta(«) (MATLAB)
bzw. Zeta(a) (MAPLE). Schétzen Sie ab, fiir welche n Sie mit der “direkten” Methode
|lim, oo Sa(v) — Sa(n)| < 107!2 garantieren konnen.

Betrachten Sie nun die Auswertung von

By(0) = —o=, Bs(0) =, Bs(0) = —-.



fiir grofle n. Zeigen Sie: existiert eine Konstante v (die Euler-Mascheronische Zahl), so dafl
fiir jedes m € N gilt

n

m—1
1 1 Bo(0) 1 =~
- =1 o — + Rn(n),
Zj nn+7+2n ; o n%—l— (n)

j=1
wobei der Rest R,,(n) einer Abschiitzung der Form

”\ n ‘ < |£§;7;§;)| (2 — 21-2m)

(2m)

n2m

geniigt. Sehr gute Werte fiir v &~ 0.577 ergeben sich wieder durch konkrete Wahl von m und
n (z.B. m = 2, n = 1000 liefert eine Approximation an v mit einem Fehler < 1071%).



