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Projekt 15: Gauflquadratur und summierte
Gauflquadratur fiir Funktionen mit Singularititen

Ziel: verstehen, wie die klassischen Gaufiregeln erzeugt werden und Analyse eines Verfahrens zur
Quadratur von nicht glatten Funktionen mittels geeigneten summierten Gaufiregeln.

Die Legendrepolynomesind “die” Orthogonalpolynome fiir das Skalarprodukt (u, v) 2 := f_ll u(z)v(z) d.
Sie sind explizit bekannt:

1.

SVl
2nn! dxn

Ln(z) := (1—a%)" (1)

a) Man sieht leicht, daf die durch (1) definierten Funktionen L,, € P, erfiillen. Zeigen Sie:
(Lyp, L) 2 = 0 fiir n # m. Damit ist bestatigt, dal die L,, tatséchlich “die” Orthogo-
nalpolynome bzgl. (-, )2 sind.

b) Sei L, geschrieben als L, (z) = a, 52" + @y 12" + appnox™ % + - - -. Zeigen Sie:
2n)! 2n — 2)!
Unn = ( n) 5 ann—1:O7 Upn—2 = — ( r )
’ 2n(nl)2 ’ ’ 27(n — 2)!(n —1)!

c) Die L, erfiillen als Orthogonalpolynome eine 3-Term-Rekurrenzrelation der allg. Form
Lyi1(x) = (Apx + By) Ly (z) + Cp L1 (2), n > 1.
Zeigen Sie mithilfe von Teilaufg. b), daf gilt:
(n+1)Lypy1(z) — (2n+ )xL,(x) + nl,_1(x) =0, n > 1. (2)

Durch direktes Nachrechnen ergibt sich auflerdem Ly(x) =1, Li(x) = x.

Sei (v,v) = f_ll u(z)v(x)w(x) ein Skalarprodukt auf C([—1,1]) und (P,)>2, die zugehori-
gen Orthogonalpolynome. Die zugehorige GauBquadraturformel ist Q,,(f) = > i w; f(&) =

f_ll f(x)w(z)dz. Die Knoten &;, i = 0,...,n sind die Nullstellen von P, ;. Es sollen nun die
Gewichte w; bestimmt werden.

a) Zeigen Sie, dafl die w; sich als Losung des folgenden Gleichungssystems bestimmen

lassen: )
Po(&o) Fo(&) -+ Do(&n) wo [ whdx
Pi(&) Pi(&) - Pi(éa) w1 _ 0

b) Das Losen eines linearen Gleichungssystems ist miithsam. Leiten Sie folgende Formel her:

W — Qp+1,n+1 <Pna Pn>
' Qp.n Pn(gl)Ple—l(gl)’

wobei a,,,, der fithrende Koeffizient von P, ist.

Hinweis: Zeigen Sie P 1(&) = ans1n41 [1;(& — &); bestimmen Sie den Koeffizienten
¢; in der Darstellung I;(x) = ¢; Py(x) + 71 (mp_1 € Py_1), wobei [; das Lagrangeinter-
polationspolynom fiir den Knoten &; ist.

i=0,...,n, (3)



3.

Schreiben Sie ein Programm [z, w] = gauss(n), welches die Gaufipunkte und die Gaufigewich-
te fiir gegebenes n € N bestimmt. Gehen Sie wie folgt vor:

1. Bestimmen Sie die Nullstellen von L, ,; mit dem Newtonverfahren. Hierzu miissen Sie
Ly41 und L7, | bestimmen konnen. Die Legendrepolynome werden am besten mit der 3-
Term-Rekurrenzrelation ausgewertet. Uberlegen Sie sich, wie die 3-Term-Rekurrenzrelation
es Ihnen auch erméglicht, effizient L], auszuwerten. Als Startwerte fiir das Newtonver-
fahren verwenden Sie die Tschebyscheffpunkte

Verwenden Sie als Abbruchkriterium fiir das Newtonverfahren die Bedingung |§Z.(k+1) —

| < tol mit tol = 10713,
2. Bestimmen Sie die Gewichte w; mit der Formel (3). Hierzu kénnen Sie verwenden, daf}

/_1 Ln(2)*dr = 2

1 2n+1

Hinweis: Zum Testen kénnen Sie die Routine [z, w] = gauleg(n) verwenden' verwenden,
welche eine Gaufiregel mit n (sic!) Punkten und Gewichten erzeugt.

Es werden summierte Gauflregeln fiir die Auswertung von fo x) dx betrachtet. Hierbei sei
das Intervall [0, 1] in N Teilintervalle [a;, a;41],7 = 0,..., N—1, zerlegt und auf jedem Intervall
werde eine Gauflformel mit n Punkten verwendet. Die summierte GauBlregel moge mit Sy,
bezeichnet werden.

a) Zeigen Sie:

£) dz — Sy f ' zzh inf 1 = vllcguany i = a - a

v€EP2n—1

b) Sei fo(r) = 2% mit « € (0,1) und sei fiir ¢ € (0,1) die Punkte a; gegeben durch
ag =0, a;=¢ ', i=1,...,N.

Zeigen Sie:

1 2n
< 9gN-Dla+1) | 9 < — Q> '

SL’) dr — SN,n(fa) 9

Hinweis: Zeigen Sie, daf \fé") ()] < nlz®~". Wahlen Sie firi = 1,..., N—1, im Infimum
aus a) das Taylorpolynom in der Intervallmitte. Wéhlen Sie ein geeignetes Polynom im
Intervall [ag, a4].

c) Betrachten Sie die summierte Quadraturformel fiir Funktionen f von der Bauart f(x) =
x%g(x) mit einer Funktion g, deren Taylorreihe (bei Entwicklung um zy = 1/2) gegen
g konvergiert und deren Konvergenzradius r > 1/2 ist. Zeigen Sie: Es gibt Konstanten
C >0, g € (0,1) unabhéngig von n, N, so da8

z)dr — Sy, (f)| < C [¢N Ve 4 247] (4)
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d) Betrachten Sie den Fall n = N und geben Sie die Anzahl Funktionauswertungen F' in
der summierten Quadraturformel Sy, an. Wie schnell konvergiert die Geben Sie fiir die
Wahl n = N an, wie schnell der Fehler in Abhéngigkeit von der Anzahl Funktionsaus-
wertungen F' gegen Null strebt.

e) Programmieren Sie die obige summierte GauBquadratur mit ¢ = 0.15 und n = N =
1,...,15. Erzeugen Sie 2 Plots, indem Sie den Fehler semilogarithmisch einmal gegen
n und einmal gegen die Anzahl der Funktionsauswertungen plotten. Betrachten Sie die
beiden Integranden

file) = ¢ und  fyle) = xO.lcosxﬁ
mit fol fi(x) dr =~ 1.5969813081357267589 und fol fa(x) dx =~ 0.70640670530836028833
f) Die Routine? [z, w] = gaujac(n, a,b) erzeugt die n Knoten und Gewichte fiir die Formel
1 n
[ o nrden Y ute),

1 i=1

Verwenden Sie diese Routine, um das Integral fol fi(z) dx auf Teilaufg. a) zu berechnen.
Plotten Sie wieder den Quadraturfehler gegen die Anzahl benétigter Funktionsauswer-
tungen. Vergleichen Sie mit der Quadraturformel aus a).

Oben haben Sie das Newtonverfahren zur Bestimmung der Nullstellen einer Funktion F' ver-
wendet. Das Newtonverfahren konvergiert quadratisch. Zeigen Sie, daf§ die Iteration

| F(f(k)) F(f(k)) F”(f(k))
g0 = W F(e®) <1 T (Em) 2F’(§("”))

lokal sogar kubisch gegen eine Nullstelle von F' konvergiert. Bemerkung: Dies ist im Kontext der
Nullstellenbestimmung von Legendrepolynomen von Interesse, da L (x) sich aus L, (z) und L/ (z)
via (1 — 2?)L!(x) — 2xL,,(x) + n(n + 1)L, (x) = 0 bestimmen l48t.
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