Ubungen zur Numerischen Mathematik, LVA 106.064 WS 2011/12

Projekt I/1: RECHENFEHLER

e Teilprojekt 1:
Die Nullstellen x1, x5 des quadratischen Polynoms

%+ pr + q (1)
sind durch
p p?
=S4/ = 2
Tz =5 T (2)
gegeben.

(1.1) Quantifizieren Sie die relative Kondition der Nullstellen! und zeigen Sie,
dafl die Kondition schlecht ist, wenn x; und x5 sehr nahe beieinanderliegen.
Interpretieren Sie diese Tatsache geometrisch.

(1.2) Fiir welche Parameterkonstellationen tritt bei der Berechnung von x; und
xo gemaf (2) Ausloschung auf? Schéitzen Sie den absoluten und relativen
Rechenfehler, der durch die Auswertung der obigen Formeln in einer Gleit-
punktarithmetik entsteht ab, d.h. geben Sie einen Ausdruck fiir die Run-
dungsfehlerschranke abhéngig von p, ¢ und der Maschinengenauigkeit eps
an. Diskutieren Sie die numerische Stabilitéit, indem Sie untersuchen, wann
diese Schranke signifikant grofler als die entsprechende Konditionsschranke
ist. Geben Sie fiir die Berechnung von x; und x, alternative Varianten an,
um solche Instabilitdten zu vermeiden.

(1.3) Bestitigen Sie experimentell die obigen Uberlegungen. Vergleichen Sie auch
die stabile Berechnungsart der kritischen Nullstelle mit der instabilen, aber
in doppelter Genauigkeit ausgefiithrten Variante.

e Teilprojekt 2:
(2.1) Die beiden Ausdriicke
fl)=Ve+1—Vz, x>0

und
1

CVr 144z

I'Man betrachte nur den Fall zweier verschiedener, reeller Nullstellen.

x>0

g()
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sind algebraisch dquivalent. Geben Sie fiir f und ¢ absolute und relative
Rundungsfehlerschranken als Ausdriicke in = und der Maschinengenauig-
keit eps an. Welche der beiden Auswerteformeln ist aufgrund dieser Re-
chenfehlerschranken vorzuziehen? Decken sich diese Ergebnisse mit der in-
tuitiven Beurteilung beziiglich allfalliger Ausloschung?

(2.2) Fiir die Ausdriicke in der untenstehenden Tabelle untersuchen Sie:
(i) ob Ausléschungssituationen vorliegen,

(ii) ob im Falle der Ausloschung gute Kondition vorliegt,

(iii) wie man in gutkonditionierten Ausloschungsfiillen stabile Auswertungs-
varianten angeben kann.

Ausdruck Bereich
Vit+tz—+1—x x positiv und klein
sin(x 4 ¢) —sinx r~ —%, ¢ klein

arctan(a + 1) — arctana | a klein

1 1—-2x
143z 1+ X gI‘OB
1—cosx AT

X

1

P g x positiv und grofl

1

coshz—sinh x negativ und grofl

et—e 7"

2

1—+1-=2"g n € N grof§

x grof3

V| tan?z — cos? 7| x klein
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Bestitigen Sie experimentell die Uberlegenheit der stabilen Auswertungs-
varianten.

e Teilprojekt 3:
Die Exponentialfunktion kann man durch ihr Taylorpolynom n-ten Grades?
approximieren:

Um einen Eindruck von den Rundungsfehlern zu erhalten, die bei der Auswer-
tung von P,(x) entstehen, fithren Sie folgendes Experiment durch: Berechnen
Sie die Werte von Py und Psg fur

x =1, 10, 20, —10, —20,

indem Sie die Summe in natiirlicher Reihenfolge (i = 0,1,...,n) und in
umgekehrter Reihenfolge auswerten. Fiir jede Stelle x berechnen Sie die
absoluten und relativen Fehler der so erhaltenen vier Ndherunsgwerte. Als
Referenzwert nehmen Sie jeweils das entsprechend genaue Ergebnis aus MAPLE.

Man sollte beobachten, dafl die Approximation der Werte von e* durch direkte
Auswertung des Taylorpolynoms fiir betragsgrofie  rechenfehleranfillig ist. Es
liegt daher nahe, e” durch P,(z) nur in einem geeignet gewéhlten Standardin-
tervall, in dem die Auswertung des Taylorpolynoms keinen groflen Rechenfehler
verursacht, zu approximieren. Folgende Vorgangsweise realisiert diese Idee:

(i) Ist « im Standardintervall [0,1n 2], so wird e* durch Pjo(x) ersetzt, wobei
die Summe in der umgekehrten Reihenfolge ausgewertet wird.

(ii) Ist > In2, dann stellt man x als
r=uln2+7r, mit ueN, 0<r<In2,

dar, und es gilt

ex _ euln2+r _ Quer.

Man berechnet e” mit der Prozedur aus (i) und fithrt anschliefflend die
Multiplikation mit 2“ durch. Liegt eine Arithmetik mit der Basis b = 2 vor,
so erfolgt diese Multiplikation sogar rechenfehlerfrei. Fiir eine andere Basis

2Man beachte, da8 fiir betragsgroe Werte von x Taylorpolynome hohen Grades erforderlich sind, um die Expo-
nentialfunktion gut zu approximieren.
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b geniigt es, in (i) das rechte Intervallende In2 durch Inb zu ersetzen, um
den gleichen Effekt zu erreichen.

(iii) Ist = < 0, so berechnet man zuerst e* nach (i) oder (ii) und bildet an-

schlieffend e* = ﬁ

Um die Qualitat dieser Variante zu beurteilen plotten Sie den Verlauf von
_ Pl()(LU) — e
eI
fir x € [0,In2]. Dabei werde Pjo(x) in einfacher Genauigkeit berechnet, d.h.

die geplottete Grofie §(x) ist der relative Gesamtfehler, also der Rechen- und
Approximationsfehler dieser Vorgangsweise.

o(x) :

e Teilprojekt 4:

(4.1) Nach Archimedes kann man 7 nédherungsweise als halben Umfang u,, eines
regelméfigen 2"-Ecks, das dem Einheitskreis eingeschrieben ist, berechnen.
Es gilt
lim u, =7 = 3.14159265. ..

n—oo

Diese Uberlegung fiihrt auf folgendes Verfahren zur numerischen Berech-
nung von 7 :

Uy = 2,

1
n>1: U = 2”*1\/5 (1 /1o (2_”un)2).

Fiihren Sie die obige Iteration numerisch so lange durch, bis alle Stellen des
Ergebnisses “stehen”. Erkldren Sie die Ursachen des instabilen Verhaltens,
das sich im Zuge der Iteration einstellt.

(4.2) Beseitigen Sie die Instabilitdt durch geeignete Umformulierung der Iterati-
onsvorschrift und begriinden Sie diese ausfiihrlich. Die so gewonnene Itera-
tion fiihren Sie so lange durch bis sémtliche Stellen “stehen”, und verglei-
chen Sie den so erhalteten Wert mit .

(4.3) Fiihren Sie die beiden Iterationen in doppelter Genauigkeit durch und ver-
gleichen Sie mit dem doppelt genauen Wert von 7.

e Teilprojekt 5:
Zur numerischen Losung linearer Gleichungsysteme Ax = b soll MATLAB
beniitzt werden. Experimentieren Sie mit solcher Software um Rundungsfeh-
ler zu beobachten. Konstruieren Sie dazu Testbeispiele mit Hilbertmatrizen
steigender Dimension und mit bekannter Losung x.

4
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e Teilprojekt 6:

Der Ausdruck
1 1—2z 62
143z 1+z (1+32)(142)

¢(x)

soll fiir kleine Werte von & ~ 0 berechnet werden.

a) Geben Sie die relative Konditionszahl Ky, , als Funktion von z an.

Schétzen Sie Ky, fiir alle x € [—%, %0] ab, d.h., geben Sie eine von x
unabhéngige Konstante C' an, so dass fiir alle x € [—%0, %0] die Ungleichung
| Kg()a| < C gilt. Welche Aussage kann man demgemé$ fiir die Kondition

des Problems machen?

b) Fiir die beiden Auswertungsvarianten®

1 1 —2x

:1+3x 1+

62>
%@ = T a T e

¢1()

)

schétzen Sie den relativen Rechenfehler ab. Dabei wird vorausgesetzt, dafl

r ist eine Maschinenzahl aus dem Intervall [—-, L] ist. Was kann man

107 10
demgemaf iiberdie Stabilitdt der Auswertung von ¢; bzw. ¢ im angegeben

x-Bereich sagen?

c) Welche der beiden Auswertungsvarianten ist fiir kleine Werte von x vor-
zuziehen? Begriinden Sie IThre Wahl und bestétigen Sie sie durch entspre-
chende numerische Experimente.

3 Auswertung in Gleitpunktarithmetik
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Projekt I/2: VERFAHRENSFEHLER

Thema 1: Numerische Differentiation

Néaherungsformeln fiir die erste Ableitung 3/(¢) konnen wie folgt gewonnen wer-
den: Man interpoliert die Funktion y an den Stellen

t—lht—(1—1Dh, ...;t, ..., t+(n—1h, t+nh, LLneN

mit einem Polynom P vom Grad [+ n und nimmt die Ableitung P’(t) als Approxi-
mation fiir y/(¢). Diese Vorgangsweise fithrt im Falle [ = 0 und n = 1 zum einseitigen

Differenzenquotienten
D, (n) = X =vO )
der die erste Ableitung auf O(h)-Niveau approximiert, und im Falle [ = 1 und n = 1
zum zentralen Differenzenquotienten
y(t+h) —y(t —h)

Dz(h) - 2% 3 (2)

der die erste Ableitung auf O(h?)-Niveau approximiert. Entwickelt man die GroéSen
y(t + kh),

keZ, —l <k <num die Stelle ¢ in die Taylorreihe, so erhélt man unter entspre-
chenden Glattheitsvoraussetzungen an y asymptotische Entwicklungen des Verfah-
rensfehlers. Beispielsweise ergibt sich fiir D, und y € C[a, ]

() (¢ (5) (¢
) )
D.(h) —y/(t) = h* - —3!( ) +ht- —5!( ) + Rg(h) (3)
mit |Rg(h)| < hS - %, M7 = max,<i<p [y (1)].

Diese Entwicklungen bieten die Moglichkeit mit Hilfe der Extrapolation bessere
Approximationen der Ableitung zu gewinnen. Extrapolationsformeln kénnen auf
zwei Arten konstruiert werden:

(i) Man betrachtet die asymptotische Fehlerentwicklung fiir mehrere h-Werte
und eliminiert die fiihrenden Terme dieser Entwicklung, um zu Formeln héherer
Ordnung zu gelangen. Nehmen wir beispielsweise an, daf3 wir drei Werte von D, fiir
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die Schrittweiten h, h/2, h/4 berechnet haben. Dann gilt nach (2)

Dy -y = 1 o0 0 gy (@)

b, (g) 0 = (g)?mz!(t)+(g>4.y<2!(t>+% (g) (5)

b, (g) ) = (%)2_9(2!@)+(%)4_y(2!(t)+R6 @ (6)

und wir kénnen durch Bildung geeigneter Linearkombinationen dieser Gleichungen,
was auf die Elimination der h?- und h*-Terme auf der rechten Seite hinausléuft, eine
Naherung D..-(h) fiir 3/ (t) gewinnen, fiir die

Demtr(h) - y/(t) — O(h6)

gilt.

(ii) Der zentrale Differenzenquotient D, (h) ist eine Funktion in A mit der Eigen-
schaft
h=0: D,0)=11(t).

Es liegt daher nahe die Funktion D, mit einem Polynom () zu interpolieren und den
Wert dieses Interpolationspolynoms an der Stelle h = 0 als Ndherung fiir D, (0) =
9/ (t) zu nehmen. Analog zu (2) gilt fiir y € C*73[a, D]

(3) (5)
o 2 Y () 4 Y () 2s Y

2s+1 (t)

d.h. D, ist (bis auf das Restglied Ra,,2) ein Polynom in h?. Daher setzt man @
ebenfalls als Polynom in h? an. Man beachte, da8 fiir die Berechnung des Wertes
Q)(0) das explizite Aufstellen von @ nicht erforderlich ist; man kann diesen Wert mit
Hilfe des Neville-Schemas direkt berechnen.

e Teilprojekt 1.1:
Fiir die beiden Néherungsformeln (1) und (2) betrachten Sie die Fehlerschranke

S(6, eps; h) := Verfahrensfehlerschranke + Rechenfehlerschranke.

Dabei ist 6 die Schranke fiir die Auswertefehler von y und eps die Maschinen-
genauigkeit. Man beachte, dal .S auch noch von gewissen Ableitungsschranken
der Funktion y abhingt. Bestimmen Sie fiir (1) und (2) jene Schrittweite
h* = h(6,eps), fiir die S minimal wird. Berechnen Sie dieses Minimum fiir

7
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§ = eps = 107% unter der Annahme, daB die Betrige der auftretenden Ablei-
tungen durch 1 abgeschétzt werden konnen.

Bestimmen Sie die Groe De,q,(h) als Ausdruck in D, (h), D.(h/2) und D.(h/4)
und geben Sie den Faktor in der Abschétzung

|Dewir(h) — 9/ (t)| < B - Faktor (7)

als expliziten Ausdruck in M7 an.

Implementieren Sie die Naherungsformeln D.(h), D,(h) und D,y (h) und ver-
gleichen Sie an selbstgewéihlten Beispielen ihre Qualitdat. Dazu plotten Sie die
entsprechenden Fehlerverldufe als Funktion von h.

e Teilprojekt 1.2:
Wie oben ausgefiihrt, 148t sich die Extrapolation nicht nur durch Elimination
der fithrenden Terme der asymptotischen Entwicklung begriinden, sondern
auch durch Aufstellung eines Interpolationspolynoms Q(h?), das D, interpo-
liert. Realisieren Sie diese Idee, indem Sie ein Programm schreiben, das auf
dem Neville-Schema beruht und aus den Gréflen D, (hg), D.(h1), ..., D,(hy)
eine Naherung D;,;(hg, b1, ..., hy,) fir ' berechnet.

Verifizieren Sie die Ubereinstimmung von Dj,(h, h/2, h/4) mit der GroBe
Deyir(h) aus Teilprojekt 1.1.

Geben Sie eine auf der Interpolationsfehlerformel basierende Abschétzung
des Fehlers |Dju¢(ho, b1, ..., hm) — 3/ (t)] an. Welche Voraussetzungen an
die Glattheit von y werden dabei benétigt? Vergleichen Sie die Fehlerschran-
ke fiir | Die(h, h/2, h/4)—v/(t)| mit jener, die bei Teilprojekt 1.1 erhalten wurde.

Anhand von selbstgewéhlten Testbeispielen plotten Sie fiir verschiedene Schritt-
weitenfolgen die Extrapolationsfehlerverldufe in Abhéngigkeit von der Maxi-
malschrittweite.

e Teilprojekt 1.3:
Leiten Sie eine Niherungsformel fiir y/(¢) der Ordnung O(h%) her, indem Sie
die Werte y(t + kh), k € Z, —l < k < n interpolieren. Geben Sie den Verfah-
rensfehler dieser Formel an und vergleichen Sie ihn mit dem Verfahrensfehler
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von D, sieche Teilprojekt 1.1.

Implementieren Sie diese Formel und vergleichen Sie experimentell de-
ren numerische Stabilitdt mit den Stabilitdtseigenschaften von D.,; und
Dint(ho, b1, ho) = Dint(h, c1h, coh), vgl. Teilprojekt 1.2, mit verschiedener Wahl
der positiven Konstanten c;, co < 1. Plotten Sie zu diesem Zweck die entspre-
chenden Fehlerverlaufe.

Thema 2: Numerische Integration

Um eine Naherung fiir das bestimmte Integral

I:/abf(x)dx

zu berechnen, werden in der Numerischen Mathematik vorwiegend interpolatorische
Quadraturformeln eingesetzt, d.h. man ersetzt den Integranden f durch eine stiick-
weise polynomiale Interpolationsfunktion und nimmt den leicht zu berechnenden In-
tegralwert der Interpolationsfunktion als Approximation fiir das gesuchte Integral.
Die daraus resultierende Naherungsformel ist typischerweise eine Linearkombination
von Funktionswerten f(z;), d.h. sie ist von der Form

Li(f)=> cflw), a<wz <D,
wobei die Stellen z; als “Knoten” und die Koeffizienten ¢; als “Gewichte” der
Integrationsformel bezeichnet werden. Den Verfahrensfehler solcher Formeln kann
man leicht durch Integration des Interpolationsfehlers berechnen bzw. abschétzen.

Unterteilt man beispielsweise das Integrationsintervall [a, b] in n gleiche Teile der
Linge h = b’Ta, was zu einem aquidistanten Gitter mit den Gitterpunkten x; =
a+1h, 1 =0,1,...,n fithrt, und interpoliert man auf jedem der Teilintervalle die
Daten (z;_1, f(z;-1)), (z;, f(x;)) linear (Polynomgrad 1), so entsteht die sogenannte

Trapezregel

1

TR T(f) = he |3 fa) + Fla) 4+ f) o flra) + 0]

Interpoliert man beziiglich desselben Gitters auf den Teilintervallen
[a, za],  [x2,24],

9
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jeweils die Datensétze

(a, f(a), (1, f(21)), (2, f(22)), (w2, f(22)), (w3, f(23)), (24, f(24)),

mit Polynomen 2. Grades, so ergibt sich die Simpsonregel

1 4 2

I~ Su(f):=h- lgf(a)+§f(x1)+§f(x2)+§f(x3)+---+§f(xn1)+%f(b) :

Bei stiickweise polynomialer Interpolation mit Polynomen vom Grad 4 ergibt sich
die Milneregel

14

TRMG() = B [ @)+ 50 + 52 o) + Gl + o ron + o faa) +

64 14
)+ 210

Solche Naherungsformeln, die auf &quidistanter Interpolation beruhen heiflen
Newton-Cotes-Formeln.

Die bekanntesten auf nichtéquidistanter Interpolation basierenden Integrations-
formeln sind die Gaufl-Formeln. Bei der Konstruktion dieser Formeln wéhlt man die
Gewichte und Knoten so, daff Polynome moglichst hohen Grades exakt integriert
werden. Diese Formeln werden beziiglich des Standardintervalls [—1, +1] angegeben.
Die ersten Gau-Formeln lauten:

+1

» f(@) de ~ Gi(f) = 2[(0),

? Fw) di = Go(f) = f(—%) n f(%) ,

) dr Gy(p) = gf< 2) FoO) f<\/§>

Mit G; werden Polynome bis zum Grad 1, mit G5 bis zum Grad 3 und mit G5 bis
zum Grad 5 exakt integriert.

Will man diese Formeln auf einem allgemeinen Intervall [a,b] statt auf dem
Standardintervall [—1, +1] verwenden, so muff man sowohl die Integrationsgewichte
als auch die Knoten entsprechend transformieren. Setzt man die Gauf-Formeln
stiickweise ein, so mufl man sie auf entsprechende Teilintervalle des Integrationsin-
tervalls transformieren.

10
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Weitere Integrationsmethoden enstehen dadurch, dafl man die Idee der Extra-
polation (vgl. numerische Differentiation) fiir die interpolatorischen Quadraturfor-
meln realisiert. Die auf der Trapezregel basierende Extrapolationsmethode wird als
Romberg-Integration bezeichnet.

e Teilprojekt 2.1:
Zeigen Sie, dafl fiir den Verfahrensfehler der Trapezregel die folgende a-priori
Abschétzung

MQ(b — a) 2 7
n-[ o) < FROZ0R, i |1 (0)] <
gilt, und diskutieren Sie die Skalierungsinvarianz dieser Schranke, d.h. verifizie-
ren Sie, daf sich bei Umskalierungen diese Schranke genauso verdndert wie der
Integralwert selbst.
Um unterschiedliche Integrationsformeln beziiglich ihrer Effizienz zu vergleichen
betrachten Sie das folgende Testbeispiel:

1
/ e'dr =e — 1.
0

Berechnen Sie Approximationen dieses Integrals basierend auf fiinf Funktions-
auswertungen

— mit der Trapezregel,
— mit der Romberg-Integration,
— mit der Milneregel,

— mit Gj, siehe M. Abramowitz, I. Stegun: Handbook of Mathematical Func-
tions,

und vergleichen Sie ihre Genauigkeiten.

e Teilprojekt 2.2:

Konstruieren Sie Testbeispiele fiir die numerische Integration mit Integranden
die schwieriger, d.h. weniger glatt, als e sind (grole Werte gewisser Ablei-
tungen, Unstetigkeiten von Ableitungen). Integrieren Sie diese Funktionen mit
den obigen vier Verfahren. Dabei wenden Sie diese Methoden auch stiickwei-
se an, d.h. auf Teilintervallen des gesamten Integrationsintervalls. Beobachten
Sie die jeweiligen Verfahrensfehler. Was ist beziiglich der Ordnungen des Ver-
fahrensfehlers in Zusammenhang mit verschiedenen Glattheitseigenschaften der
Integranden zu erkennen?

11
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e Teilprojekt 2.3:

Bei der Implementierung numerischer Integrationsverfahren stattet man die
oben vorgestellten Quadraturformeln mit zahlreichen Steuerungsmafinahmen
(Schrittweitensteuerung, Ordnungssteuerung, Fehlerschiatzungen) aus. Ziel sol-
cher Mafinahmen ist es in moglichst effizienter Weise ein durch Toleranzpara-
meter vorgegebenes Genauigkeitsniveau zu erreichen. Stellen Sie anhand selbst-
gewéhlter Beispiele den Toleranzparameter dem tatséchlichen (Verfahrens-
)Fehler gegeniiber.

12
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Projekt I1/1: GAUSSELIMINATION

e Teilprojekt 1:
Bekanntlich sind schlechtkonditionierte lineare Gleichungssysteme Az = b auch
von hoherer Rundungsfehlersensitivitit. Erhérten Sie diese Tatsache mit nu-
merischen Experimenten, indem Sie vorhandene Software einsetzen und bei
konstruierten Testbeispielen Rechenfehler beobachten. Experimentieren Sie mit
folgenden Matrizen:

(i) A ist eine orthogonale Matrix z.B. eine Householdermatrix. Diese Matrix ist
besonders gut konditioniert; die Konditionszahl beziiglich der || - ||o-Norm
ist gleich 1.

(ii) Die Matrix A wird aus ihrer Singuldrwertzerlegung A = UDVT aufgebaut.
Durch ensprechende Wahl singuldrer Werte kann man beliebige Ndhe zu
singuldren Matrizen erreichen.

(iii) Die Matrix A wird aus ihrer Eigenwertzerlegung A = XAX ! aufgebaut.
Hier ist nicht nur der Fall betragskleiner Eigenwerte, sondern auch die
Situation mit schlechtkonditionierten Transformationsmatrizen X interes-
sant.

(iv) A ist eine Vandermonde-Matrix, bei der man die Kondition tiber die Wahl
der (Interpolation-)Knoten steuern kann.

e Teilprojekt 2:

In der “reinen” Mathematik kann man zwischen reguldren und singuldren Ma-
trizen scharf unterscheiden; beim numerischen Rechnen (Rundungsfehler!) geht
die Schérfe dieser Unterscheidung verloren. Software zur Losung linearer Glei-
chungssysteme meldet kritische Falle mit “Matrix numerisch singulédr” oder
dhnlichen Fehlermeldungen und bricht die Berechnungen ab.

Provozieren Sie solche Meldungen mit Testbeispielen, die geméaf (ii) — (iv) von
Teilprojekt 1 konstuiert werden, indem Sie sich entsprechend nahe an die Sin-
gularitdt herantasten.

e Teilprojekt 3:
Um die Gauflelimination numerisch stabil durchzufiihren sind Mafinahmen wie
Vorskalierung und Spaltenpivotsuche mit anschlieSfendem Zeilentausch notwen-
dig. Um die Auswirkungen dieser Mafinahmen zu studieren, experimentieren
Sie mit Testbeispielen, die geméafl den bei Teilprojekt 1 vorgeschlagenen Kon-
struktionsmoglichkeiten gegeben sind, indem Sie zwei von Thnen programmierte

13
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Varianten der Gaufelimination heranziehen:

Variante 1: reine Gauflelimination,

Variante 2: Gauflelimination mit Vorskalierung und Spaltenpivotsuche.
Vergleichen Sie auch Ihre Programme mit den MATLAB Routinen.

e Teilprojekt 4:
Wie Teilprojekt 3 aber mit Totalpivotsuche statt Spaltenpivotsuche. Verglei-
chen Sie den Fall der Totalpivotsuche nicht nur mit der reinen Gauflelimination
sondern auch mit der Variante mit Spaltenpivotsuche. Was bringt die Totalpi-
votsuche bei Matrizen, die sehr nahe bei singuldren Matrizen liegen?

e Teilprojekt 5:

Eine Moglichkeit sich einen Eindruck von der Kondition gegebener Probleme
zu beschaffen besteht darin, die Problemdaten kiinstlich d.h. mit Zufallsstérun-
gen zu iiberlagern, die so enstandenen Probleme zu l6sen und ihre Losungen
mit der Losung des ungestorten Problems zu vergleichen (experimentelle Kon-
ditionsuntersuchung). Realisieren Sie diese Idee fiir lineare Gleichungssysteme,
basierend auf Gaufl-verteilten bzw. gleichverteilten Zufallsstorungen, um die
Kondition von Testbeispielen zu schétzen. Stellen Sie Thre Beobachtungen den
Konditionsschiatzungen aus MATLAB gegeniiber. Experimentieren Sie auch mit
schlechtkonditionierten Matrizen, z. B. Hilbertmatrizen.

14
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Projekt I1/2: LINEARER AUSGLEICH

Thema 1: Vergleich zwischen Gaufischen Normalgleichungen und
(QR-Zerlegung

Bekanntlich ist bei der numerischen Losung eines Ausgleichsproblems,

Ar=b, AecR™" zeR" beR™
| Az — bl|s = Min!,

die QR-Zerlegung den Gauflschen Normalgleichungen in Hinblick auf numerische
Stabilitét iiberlegen. In den folgenden Teilprojekten soll dieser Aspekt anhand von
Testbeispielen illustriert werden. Die Matrizen der Testbeispiele sollen aus ihrer Sin-
guldrwertzerlegung konstruiert werden. Diese Konstruktion ermdéglichst es die Kon-
dition der Matrizen zu steuern und mit Hilfe der Pseudoinversen die Referenzlosung
zu erzeugen.

e Teilprojekt 1.1:
Untersuchen Sie die Unterschiede in der Rundungsfehlersensitivitit der Nor-
malgleichungen und der ) R-Zerlegung in praxisrelevanten Féllen, in denen die
rechte Seite b fast im Bildraum von A liegt, und in Féllen wo wesentliche Anteile
von b im Kern von A” sind.

e Teilprojekt 1.2:
Untersuchen Sie wie sich die Anzahl m der Gleichungen des Ausgleichsproblems
auf die Stabilitdtsunterschiede auswirkt. Dazu konstruieren Sie Testbeispiele
mit der gleichen Spaltenanzahl n, mit den gleichen Singuldrwerten, und mit
der gleichen Lage von b beziiglich des Bildraumes von A, d.h. variieren Sie nur

die Grofle m.

e Teilprojekt 1.3:
In MATLAB gibt es Varianten der )R-Zerlegung zur Losung rangdefizienter
Ausgleichsprobleme, r(A) < n. Rangdefiziente Testbeispiele sind iiber die Sin-
guldrwertzerlegung leicht zu konstruieren. Beobachten Sie dabei im speziellen,
ob jene Félle, bei denen der kleinste nicht verschwindende Singuldrwert nahe
Null liegt, besonders rundungsfehleranféllig sind.

Thema 2: Konvergenzeigenschaften linearer Ausgleichsprobleme

15
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Die Daten von Ausgleichsproblemen erhélt man oft aus Messungen, wobei man
ofter mifit als es notwendig wére um die gesuchten Groflen festzulegen; Ziel dieser
scheinbar redundanter Vorgangasweise ist es Meffehler herauszumitteln. Es stellt
sich die Frage, ob Losungen von Ausgleichsproblemen, die nach und nach durch
immer mehr Messungen definiert sind (m — 00), gegen die gesuchte wahre Losung
konvergieren.

e Teilprojekt 2.1:
Waéhlen Sie ein festes Polynom vom Grad n,

Py(x) :=co+ 1+ cox + - - - + 2,

d.h. legen Sie fiir Ihr Experiment die Koeffizienten ¢; € R fest. Nehmen Sie an,
dafl in einer Anwendung die Koeffizienten unbekannt sind und daf sie jemand
mit Hilfe von Messungen ermitteln mochte. Fiihrt er m Messungen durch, d.h.
ermittelt er fiir die Stellen z; die Werte? f; ~ f; = Pu(z;),i =1,2,...,m, so
hat er das folgende Ausgleichsproblem zu l6sen:

/1 vy x? - x?\ /fl\
1 29 a5 -+ af Co Ja
1
Cn

Simulieren Sie die Messungen, d.h. erzeugen Sie die f; Werte, indem Sie die ex-
akten Funktionswerte f; = P,(z;) mit Zufallsstorungen iiberlagern. Betrachten
Sie GauB-verteilte bzw. gleichverteilte Zufallsstérungen. Untersuchen Sie ex-
perimentell, ob fiir m — oo die Losungen der Ausgleichprobleme gegen die
“wahre” Losung (co,c1,...,c,) konvergieren. Was beobachten Sie beziiglich
Konvergenzgeschwindigkeit, insbesondere fiir unterschiedliche den Stérungen

zugrundeliegende Verteilungsfunktionen?

e Teilprojekt 2.2:
Betrachten Sie die im Projekt 2.1 beschriebene Situation und dieselbe Folge von
Ausgleichsproblemen. Anstatt die Ausgleichsprobleme zu losen, versuchen Sie
folgenden, sehr aufwendigen, Losungsweg um die Werte ¢; zu approximieren:
Fiir ein festes m wéhlen Sie auf alle méglichen Arten n + 1 Gleichungen aus,
16sen Sie die so entstehenden linearen Gleichungssysteme mit Gauflelimination

4Die Schlange in f soll auf die Mefifehler hinweisen.
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und nehmen Sie das arithmetische Mittel all dieser Losungen als Néherung fiir
die gesuchten Werte ¢;. Vergleichen Sie fiir feste Werte von m die Approxi-
mationsqualitit der so erhaltenen Losungen mit der Qualitdt der Losung der
entsprechenden Ausgleichsprobleme.

17
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Projekt I1/3: Extrapolation

Dieses Projekt hat zum Ziel, die Zusammenhénge zwischen dem Verfahrensfehler
und dem Rechenfehler bei der Approximation der ersten Ableitung und bei der
Berechnung des Integrals einer skalaren Funktion zu beleuchten. Dabei soll gelernt
werden, wie man stabile Verfahren hoher Ordnung mit Hilfe der Extrapolation
entwickelt und implementiert.

Beispiel 1

Die erste Ableitung y/(¢) kann durch den einseitigen oder den zentralen Differenzen-

quotienten
_ylt+h)—y(t—h)

D.(h) = . Db = - (1)

approximiert werden.

(1a) Konstruieren Sie ein Beispiel das zeigt, dass die Kondition der Aufgabe extrem
schlecht ist, d. h., dass der Wert der Ableitung an der Stelle ¢ sehr empfindlich
auf kleine additive Stoérungen in der Datenfunktion y reagiert. Genauer gesagt:
Betrachtet man den Wert der ersten Ableitung an der Stelle ¢t der exakten
Funktion y(t) € Cl[a,b] und der gestérten Funktion g(t) := y(t) + €(t), wobei
|le(t)|lo als klein angenommen wird, so kann trotzdem |7 (t) — ¢/(t)| beliebig
grofl werden. Machen Sie eine Skizze, die die Problematik illustriert.

(Ib) Fiir beide der obigen Néherungsformeln leite man den Ausdruck fiir den Ver-
fahrensfehler her, indem man entsprechende Glattheit (Differenzierbarkeit) von
Yy voraussetze.

(1c) Fiir beide Formeln gebe man eine moglichst gute Abschéitzung fiir den Re-
chenfehler an. Sie konnen dabei die ,,(1 + €)“ Technik verwenden. Fiir den
Gesamtfehler erhélt man daraus eine Schranke,

|Gesamtfehler| < |Verfahrensfehler| + |Rechenfehler| < S(d, eps; h),

die von der Schranke ¢ fiir die Auswertefehler von y, von der Maschinenge-
nauigkeit epsund der Schrittweite A abhéngt. S hdngt noch von der Schranke
M, fiir die Werte von y und von der Schranke M fiir eine bestimmte hohere
Ableitung y*) ab.

Bestimmen Sie jene Schrittweite h* = h(J, eps), fiir die S minimal wird. Welches
Fehlerniveau kann daher mit D, (k) bzw. D,(h) fiir § = eps = 107% und M, =
M, = 1 garantiert werden?

18
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Setzt man voraus, dass y € C"[a, b] gilt, so ergibt die Taylorreihenentwicklung von
y(t — h) und y(t + h) um die Stelle t in D, eine sogennante asymptotische Fehler-
entwicklung fiir den Verfahrensfehler
3) (¢ () (¢

D.(h) —y'(t) = - L 3|( ) ppt LY 5|( ) + R, (2)
wobei |Rg| < h° - %, M; = max,<;<p [y\”(t)|. Diese strukturelle Information iiber
den Fehler kann man wie folgt ausniitzen:
Nehmen wir an, dass wir drei Werte von D, fiir drei verschiedene Schrittweiten z.B.
h,h/2,h/4 berechnet haben. Dann gilt nach (2)

()
D) -y = w- L L gy (32)

o (8) o - (3 04
o () o - (3 04 ()

und wir kénnen durch Bildung geeigneter Linearkombinationen dieser Gleichungen,
was auf die Elimination der h?- und h*-Terme auf der rechten Seite hinauslduft, eine
Néaherung Dece;(h) fiir y'(t) herleiten, fiir die

Dexcel(h) - y/(t) - O(hG)

gilt.

2a) Leiten Sie die Formel (2) her.

2b) Bestimmen Sie D,,ce;(h) und ihren Verfahrensfehler.

2¢) Welchen Vorteil hat diese Niherungsformel gegeniiber D, (h)?
)

2d) Versuchen Sie fiir das obige Vorgehen eine Interpretation zu finden. Machen Sie
sich dazu bewusst, dass die rechte Seite in

v |, 0 y00
3! 5!

D.(h) =~y (t) + h2 .

als ein spezielles Polynom 2. Grades in h? aufgefasst werden kann.
Beispiel 2
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Implementieren Sie die Néherungsformeln D.(h), D,(h) und Deyee;(h) und verglei-
chen Sie an selbstgewéahlten Beispielen ihre Qualitdat. Dazu kann man fiir eine Reihe
von Schrittweiten h vergleichen, welche Genauigkeit mit den einzelnen Formeln zu
erreichen ist. Versuchen Sie in diesem Vergleich auch den Aufwand (Anzahl der
Funktionsauswertungen in D, (h), D,(h) und Degyeei(h)) einzubeziehen.

Basierend auf der Formel D,.,.;(h), entwickeln Sie ein Matlab-Programm zur Be-
rechnung der ersten Ableitung einer skalaren Funktion f(¢) and der Stelle ¢*. Der
Beniitzer iibergibt als Eingangsdaten f,¢* und die Genauigkeitsforderung fiir den
absoluten Fehler, TOL, das Programm liefert eine Néherung Dy, (¢*) fiir f/(¢*) und
eine Fehlerschitzung fiir den absoluten (und den relativen) Fehler von Dy (t*), falls

Du(t") - f/(t)] < TOL

gilt, oder eine Fehlermeldung, falls die Genauigkeitsforderung nicht erfiillt werden
konnte. Uberlegen Sie wie Sie den absoluten Fehler schitzen und die Schrittweite
anpassen wollen. Testen Sie Thr Programm an mehreren Funktionen verschiedener
Schwierigkeit.

Beispiel 3

Die Schranken fiir den Verfahrensfehler der Néherungformel D.(h), D,(h) und
Deyeer(h) haben eine gewisse Struktur, die man grob wie folgt darstellen kann:

|ID(h) — ¢/(t)| < KenngroBen des Problems - b, p > 1, (4)

wobei sich hinter den “Kenngréfien” des Problems Schranken fiir hohere Ableitungen
von y verbergen. Beobachten Sie die Ordnung p des Verfahrens anhand der Ablei-
tungswerte der Funktion y(z) = e*. Dazu werte man die obigen Néherungsformel
fiir eine Reihe feiner werdendender Schrittweiten h aus und berechne fiir jede dieser
Schrittweiten den Verfahrensfehler |D(h) — y/(t)|. Aus dem Ansatz

[D(h) —y'(t)| = c- k", h =0,

kann man fiir jeweils zwei aufeinanderfolgende Schrittweiten eine Schétzung
fiir die, von A unabhéngige, Fehlerkonstante ¢ und die Ordnung p ausrechnen.
Experimentieren Sie mit Funktionen y die weniger glatt sind als e” (Werte der
hoheren Ableitungen sind grof}, es treten Unstetigkeiten héherer Ableitungen auf).
Was beobachten Sie insbesondere in jenen Fillen, wo die Ableitungen, die in (4)
auftreten, in der Ndhe von ¢ grofl oder unstetig sind?
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Beispiel 4

Néaherungsformeln fiir die erste Ableitung ¢'(¢) kénnen nach dem folgenden allge-
meinen Prinzip gewonnen werden: Man interpoliert die Funktion y an den Stellen

t—lht—(—1Dh, ....t,....t+(n—1)h t+nh, I,neN

mit einem Polynom P vom Grad [ +n und nimmt die Ableitung P’(t) als Approxi-
mation fiir y/(¢). Diese Vorgangsweise fiithrt im Falle [ = 0 und n = 1 zum einseitigen
Differenzenquotienten D, (h), der die erste Ableitung auf O(h)-Niveau approximiert,
und im Falle [ = 1 und n = 1 zum zentralen Differenzenquotienten D, (h), der eine
O(h?) Approximation fiir die erste Ableitung ist, vgl. (1).

Leiten Sie eine Niherungsformel fiir 4/(¢) der Ordnung O(h®) her, indem Sie die
Werte y(t + kh), k € Z, —3 < k < 3, interpolieren. Geben Sie den Verfahrensfehler
dieser Formel an und vergleichen Sie ihn mit dem Verfahrensfehler von D, siehe
Teilprojekt 2a).

Implementieren Sie diese Formel und vergleichen Sie experimentell deren numerische
Stabilitdt mit den Stabilitatseigenschaften von D,,..;. Plotten Sie zu diesem Zweck
die entsprechenden Fehlerverldufe als Funktion von h.

Beispiel 5

Ein sehr simples numerisches Integrationsverfahren ist die geméf

/abf(@dszh = g[f(a)%—f(a%—h)} +g[f(a—|—h)—|—f(a—|—2h)} +...

Folf—n+ )] =

= h[3f@) 4 flat B+ flar2m) b ko fB)] )

definierte Trapezregel, fiir die die folgende a-priori Fehlerschranke fiir den Verfah-
rensfehler gilt:

b
<

n—l%@m

mit f € C?[0,1] und My := max,<,<p |f”(z)|. Die Trapezregel hat die Ordnung 2,
d.h., fiir zweimal stetig differenzierbare Integranden f geht der Fehler wie h? gegen
Null (fir hinreichend kleine Schrittweiten h geht bei Halbierung der Schrittweite

;“%m, (6)

21



Ubungen zur Numerischen Mathematik, LVA 106.064 WS 2011/12

der Fehler etwa auf 1 zuriick).

In dem Projekt soll nun der Verfahrensfehler - abhéingig von der Schrittweite A -
beziiglich dreier numerischer Ndherungsverfahren beobachtet werden. Diese Verfah-
ren werden zunéchst beziiglich des Standardintervalls [a, b] = [0, 1] dargestellt, bevor
die Verallgemeinerung auf den allgemeinen Fall [a, b] angedeutet wird.

Trapezsummenextrapolation

Fiir die Standardgitter h = i (to=a=0,t, = i, to =3, 13 = %, ty=b=1),dann h = % (to =a =0,

1
2
t, = %, ty = i,. ..), dann h = 1—16 und schliefSlich noch h = 3% sollen zunéchst die Trapezsummen Ti ,

T 1 T 1, T L berechnet werden und anschlieBend noch weitere Naherungswerte T, und Tj, gemaf

h| T T, T,
V| T To=sTiosT | T =Ty - 5T
| Ty | =Ty =Ty | Ty sl - wly
w | T | T = 3Ty = 5Ty
5| Ty

Fig. 1

Beziiglich der Ordnungen gilt

1. fiir die Trapezsummen (vgl. (5)):

b
T, — / f(z)dz = O(h?),

d.h. wenn man in dem Dreiecksschema (vgl. Fig.1) in den Naherungswerten T}, Ty, und T, fiir
das Integral die Fehler selbst eintrégt, sollte man in der T),-Spalte nach unten (bei Halbierung
von h) allméhlich immer besser einen Riickgang des Fehlers von T}, auf ein Viertel beobachten;

2. fiir die erste Extrapolationsspalte gilt:

b
T, — / f(z)dz = O(h%),

d.h. im Fehlertableau sollte man in der zweiten Spalte nach unten einen Riickgang des Fehlers
auf % beobachten;

3. fiir die dritte Extrapolationsspalte gilt:

b
T, — / f(z)dz = O(hY),

d.h. im Fehlertableau sollte man in der dritten Spalte nach unten einen Riickgang des Fehlers
auf 6—14 beobachten.
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Wenn man statt dem speziellen Integrationsintervall [a,b] = [0, 1] an den allgemeinen Fall denkt,
bleibt das Tableau unveréndert giiltig, man hat es jetzt nicht mit den Gittern h = i (to =0, t; = i,
ty = %, )y h= %, h = %, h = 3—12 zu tun, sondern stattdessen mit h = bjT“ (to=a,t; =a+ bTT“,

), h= ”_T“, h=2%a ph= bg_—; Statt Ti’ T%, ...treten im Tableau die Grofien beTa, beTa, ... auf.

16 ¢
Uberlegen Sie SteuerungsmafBnahmen fiir ein Quadraturpaket basierend auf der Trapezsummenextra-
polation. Formulieren Sie einen numerischen Integrationsalgorithmus und programmieren Sie diesen.
Testen Sie Thr Programm anhand von Testbeispielen unterschiedlicher Schwierigkeit. Vergleichen Sie
dei Qualitat Threr Software mit der geeigneten Matlab Standardsoftware.
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Projekt III/1: Ersatzfunktionen

e Teilprojekt 1:
Aufgrund des Alternantensatzes ist es klar, daf§ die Bestapproximierende im Sinne von Cheby-
shev auch Interpolationsfunktion ist. Folgende Gegeniiberstellung liegt daher nahe:

(i) Lagrange-Interpolation auf dquidistantem Gitter mit einem Interpolationspolynom vom
Grad n,

(ii) Lagrange-Interpolation mit einem Polynom vom Grad n, wobei die Knoten die transfor-
mierten Nullstellen des Chebyshev-Polynoms vom Grad n + 1 sind,

5

(iii) Das im Sinne von Chebyshev bestapproximierende Polynom® vom Grad n.

Es wére auch interessant die Qualitit der Approximation beziiglich verschiedener Normen zu
untersuchen und deshalb auch die unten stehenden Approximation einzubeziehen:

(iv) Die abgebrochene Fourierreihe bis zum Grad n basierend auf den Chebyshev-Polynomen.

(v) Die abgebrochene Fourierreihe bis zum Grad n basierend auf den Legendre-Polynomen.

Fiir verschiedene Testfunktionen f(z), « € [a, b und unterschiedliche Polynomgrade vergleichen
Sie diese moglichen Konstruktionen von Ersatzfunktionen, indem Sie sowohl die Fehlerverldufe
plotten als auch die maximale Abweichung angeben. Insbesondere soll beobachtet werden, wie
in Abhéngigkeit von der Intervallinge und dem Polynomgrad das Maximum der Abweichung
von (i) bis (iii) abnimmt.

e Teilprojekt 2:
Immer wenn man mit polynomialen Interpolationsfunktionen als Ersatzfunktionen arbeitet,
mufl man entscheiden ob man auf dem gesamten Intervall ein einziges Polynom hohen Grades
verwendet oder stiickweise Polynome niedereren Grades heranzieht. Diese beiden Moglichkeiten
sollen verglichen werden:

(i) Durch theoretische Uberlegungen basierend auf der bekannten Darstellung des Interpola-
tionfehlers®.

(ii) Durch Plotten entsprechender Fehlerverldufe. Dabei realisieren Sie folgende Experimen-
te: Gehen Sie von dem Definitionsintervall [a,b] aus und interpolieren Sie die Daten

(i, f(2)), 7 = a+i=%,4 = 0,1,...,n mit einem Polynom vom Grad n. Verfeinern
Sie das Gitter durch Halbierung der Schrittweite, d.h. betrachten Sie den Datensatz
(i, f(x7)), @i = a+ Z'b;—na,i =0,1,...,2n und interpolieren Sie stiickweise mit zwei Poly-

nomen vom Grad n. Fiihren Sie diesen Prozef fort, indem Sie zu stiickweise Interpolation
mit immer mehr Polynomen mit festem Grad n iibergehen. Die gleichen Datensétze wie
im Falle der stiickweisen Interpolation interpolieren Sie auch mit jeweils nur einem Poly-
nom, d.h. betrachten Sie eine Folge von Interpolationspolynomen mit steigendem Grad,
und zwar n, 2n, 4n u.s.w. Stellen Sie fiir obige Datensétze die Fehlerverldufe der stiickwei-
sen Interpolation jener mit einem Interpolationspolynom gegeniiber. Fiihren Sie analoge

SEine Sammlung von Bestapproximierenden wird in der Sprechstunde zur Verfiigung gestellt.

6Versuchen Sie auch in der mathematischen Literatur Konvergenzaussagen zu finden, die sich auf folgende Situation
beziehen: Es wird f(x) auf einem festen Intervall [a, b] nach und nach mit einem Interpolationspolynom immer héheren
Grades interpoliert.
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Experimente durch, indem Sie statt dquidistanten Interpolationsknoten die entsprechend
transformierten Nullstellen der Chebyshev Polynome wihlen. Beachten Sie, dafl im Ge-
gensatz zu Interpolation mit dquidistanten Knoten jetzt die Datensétze fiir die stiickweise
Interpolation und die Interpolation mit einem Polynom hohen Grades nicht iibereinstim-
men.

e Teilprojekt 3:

Beim Vergleich von Interpolation basierend auf Spline-Funktionen mit stiickweiser Lagrange-
Interpolation féllt auf, dafl bei gleicher asymptotischer Approximationsqualitit der Aufwand
bei der Aufstellung die Spline-Funktionen ungleich hoher ist. Bei der iiblichen Definition von
Spline-Funktionen ist das Losen von linearen Gleichungssystemen mit Bandmatrizen notwendig.
Um diesen Nachteil zu vermeiden, aber gleichzeitig die attraktiven Glattheitseigenschaften
von Spline-Funktionen aufrechtzuerhalten, wurden eigene Typen von Interpolationsfunktionen
entwickelt, z. B. Spline-Funktionen, deren Basisfunktionen kompakte Tréager haben (B-Splines,
u.a.) oder Akima-Interpolation. Geben Sie unter Heranziehung mathematischer Literatur einen
Uberblick iiber

— verschiedene Definitionsmoglichkeiten von Spline-Funktionen, auch bez. unterschiedlicher
Randbedingungen und von Akima-Interpolierenden,

— den algorithmischen Aufwand bei der Aufstellung und Auswertung,

— ihre asymptotische Approximationqualitit und Glattheitseigenschaften.

Versuchen Sie die in (i) bis (iii) aufgelisteten Eigenschaften in Hinblick auf verschiedene Anwen-
dungssituationen zu bewerten. Fiir geeignet gewihlte Datensétze stellen Sie Spline-Funktionen
und Akima-Interpolierende auf und vergleichen Sie Thre Plots mit der den Daten zugrunde
liegenden Funktion f.

e Teilprojekt 4:

Vergleichen Sie die polynomiale Lagrange-Interpolation mit der rationalen Interpolation, indem
Sie gleiche Datensétze (z;, f(z;)), ¢ = 0,1,...,n mit Lagrange-Interpolationspolynomen vom
Grad n und rationalen Interpolationsfunktionen mit unterschiedlichem Zihler- und Nenner-
Grad approximieren. Dabei betrachten Sie Datensétze, die durch Abtasten von glatten Funk-
tionen und von Funktionen mit Polstellen gewonnen werden. Plotten Sie die Fehlerverlaufe, und
beobachten Sie die asymptotischen Approximationseigenschaften der Interpolationsfunktionen
beziiglich feiner werdenden Gittern.

e Teilprojekt 5:
Eine wichtige Aufgabe der graphischen Datenverarbeitung besteht darin, zu n gegebenen
Punkten in der Ebene eine geschlossenen Kurve zu konstruieren, die diese Punkte durchléuft.
Betrachten Sie eine Punktfolge (z;,v:), i = 1(1)n mit 21 = x,, y1 = Yn.

Eine mogliche Vorgangsweise besteht darin, die Lange des Polygonzuges s; zwischen den Punk-
ten (z1,y1) und (z;,y;) fir alle ¢ > 1 als Parameter zu nehmen, was néherungsweise der
Bogenldngenparametrisierung entspricht, d.h. die Groflen s; sind gemé&f

s1=0, s = Z V(e = yr-1)? + (wx — 2k-1)?, i =2(1)n
k=2
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definiert. Man bildet dann die periodischen kubischen Splinefunktionen zu den Daten

ti = Sy, Sz(tz) = Ty, 1= 1(1)77,,
ti = S, Sy(tl) = Y, 7= 1(1)71,

und gewinnt damit die Parameterdarstellung fiir die Kurve.

— Uberlegen Sie verschiedene Varianten der eben beschriebenen Idee (andere Parametrisie-
rungen der Kurve als mit der Linge des Polygonzugs und andere Interpolationsfunktionen
als kubische Splines) und implementieren Sie einige jener Varianten, die Sie fiir besonders
attraktiv halten.

— An selbstgewiihlten Beispielen stellen Sie diese Varianten vergleichend gegeniiber. Unter-
suchen Sie den Einflufl der Interpolationsmethode und der Parametrisierung. Ziehen Sie
insbesondere auch die periodische Akima-Interpolation und die trigonometrische Inter-
polation in einigen Varianten heran. Untersuchen Sie auch experimentell die Kondition,
indem Sie den EinfluB von Stérungen der Punktkoordinaten (z;, y;), beobachten. Betrach-
ten Sie auch die Punkte (x;,y;), die durch Abtasten geschlossener Kurven gewonnen wer-
den und vergleichen Sie ihre Interpolationsfunktionen mit den Kurven. Beobachten Sie in
diesem Fall allfallige Konvergenzeigenschaften beziiglich steigender Punktezahl.

e Teilprojekt 6:
Stellen Sie anhand geeigenter Testfunktionen durch Plotten der Approximationsfehlerverlaufe
verschiedene Varianten von Bestapproximierenden gegeniiber. Unter “Varianten” verstehen wir
hier verschiedene Fille, die sich ergeben, wenn man die Norm der Abweichung unterschiedlich
definiert, z. B. iiber die Maximumnorm (Chebyshev-Approximation), oder tiber Skalarprodukt-
normen fiir verschiedene Gewichtsfunktionen (abgebrochene Fourierreihe als Bestapproximie-
rende).
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Projekt I11/2: Interpolation ’

Dieses Projekt hat zum Ziel, verschiedene Wege zur Konstruktion von Ersatzfunktionen zu zeigen.
Dabei soll gelernt werden, wie man gute Approximationsqualitdt mit moglichst geringem Aufwand
garantieren kann.

Beispiel 1

Aufgrund des Alternantensatzes ist es klar, dass die Bestapproximierende im Sinne von Chebyshev
auch Interpolationsfunktion ist. Folgende Gegeniiberstellung liegt daher nahe:

(i) Lagrange-Interpolation auf &quidistantem Gitter mit einem Interpolationspolynom vom
Grad n,

(ii) Lagrange-Interpolation mit einem Polynom vom Grad n, wobei die Knoten die transformierten
Nullstellen des Chebyshev-Polynoms vom Grad n + 1 sind,

8

(iii) Das im Sinne von Chebyshev bestapproximierende Polynom® vom Grad n.

Es wire auch interessant die Qualitdt der Approximation beziiglich verschiedener Normen zu unter-
suchen und deshalb auch die unten stehenden Approximation einzubeziehen:

(iv) Die abgebrochene Fourierreihe bis zum Grad n basierend auf den Chebyshev-Polynomen.
(v) Die abgebrochene Fourierreihe bis zum Grad n basierend auf den Legendre-Polynomen.

Fiir verschiedene Testfunktionen f(z), z € [a,b] und unterschiedliche Polynomgrade vergleichen
Sie diese moglichen Konstruktionen von Ersatzfunktionen, indem Sie sowohl die Fehlerverldufe
plotten als auch die maximale Abweichung angeben. Insbesondere soll beobachtet werden, wie in
Abhéngigkeit von der Intervallinge und dem Polynomgrad das Maximum der Abweichung von (i)
bis (iii) abnimmt.

Beispiel 2

Immer, wenn man mit polynomialen Interpolationsfunktionen als Ersatzfunktionen arbeitet, mufl
man entscheiden, ob man auf dem gesamten Intervall ein einziges Polynom hohen Grades verwendet
oder stiickweise Polynome niedrigeren Grades heranzieht. Diese beiden Md&glichkeiten sollen vergli-
chen werden.

Eine Standardfunktion f(x) soll auf einem geeignet gew#hltem Intervall [a, b] approximiert wer-
den. Die Approximation soll eine auf Chebyshev-Knoten basierende Interpolation sein. Dabei sollen
zwei Varianten untersucht werden.

(i) Die Funktion f wird auf dem gesamten Intervall mit einer vorgegebenen Toleranz TOL appro-
ximiert, d.h. die Approximierende ¢(x) soll Vz € [a,b], |f(xz)— ¢(z)| < TOL, erfiillen.

(ii) Die Funktion f wird stiickweise mit derselben Toleranz TOL approximiert. Dabei soll die
Anzahl der Teilintervalle von [a, b] variabel sein.

"Jedes Beispiel kann von 2 Personen bearbeitet werden.
8Eine Sammlung von Bestapproximierenden wird in der Sprechstunde zur Verfiigung gestellt.
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Fiir eine selbstgewihlte Standardfunktion fithren Sie die folgenden Uberlegungen und Experi-
mente durch:

e Mit Hilfe der Abschétzung des Verfahrensfehlers bei der Interpolation mit dem Chebyshev-
Polynom vom Grad n auf dem gesamten Intervall [a,b] setze man n in Beziehung mit dem
Toleranzparameter TOL. Berechnen Sie n(TOL) fir TOL = 1073, 107%, 107°.

e Passend zu dem sich oben ergebenden Grad n(TOL) wéhlen Sie einen oder mehrere Grade
Niow( TOL) und versuchen Sie abzuschétzen mit wieviel dquidistanten Teilintervallen von [a, b]
Sie die gleiche Toleranzanforderung erfiillen kénnen. Beachten Sie dabei, dass die sich ergebende
stiickweise Interpolierende an den Enden der Teilintervalle nicht mehr stetig differenzierbar ist.

e Uberzeugen Sie sich experimentell, ob Thre Vorgangsweise erfolgreich war. Plotten Sie dazu die
Fehlerverlaufe der Approximierenden (und ihrer Ableitung im Vergleich zu f) und vergleichen
Sie diese mit TOL.

Beispiel 3

Analoge Uberlegungen und Experimente wie bei Teilprojekt 2, jedoch fiir die erste Ableitung der
Interpolationsfunktionen im Vergleich mit der Ableitung von f. Statt der Variante mit einem
Polynom von Grad n soll eine weitere Variante der stiickweisen Interpolation betrachtet werden,
nidmlich jene, bei der an den Enden der Teilintervalle von [a,b] auch die Ableitungswerte von f
vorgeschrieben werden.

Beispiel 4 °

In dieser Aufgabe geht es um die Néherung fiir die Funktion f(x) = Inz auf dem Intervall [e, a| mit
€ << 1 und a > 1. Die Funktion f soll mit der Toleranz TOL = 1072, 10~% und 10~% approximiert
werden, d.h. die Approximierende ¢(x) soll Vx € [a,b], |f(x) — ¢(x)] < TOL erfiillen. Dazu sollen
die folgenden alternativen Vorgangsmoglichkeiten verglichen werden:

e Approximation mit einem durchgehenden Polynom vom Grad n und mit den &dquidistanten
Interpolationsknoten.

e Approximation mit einem Polynom vom Grad n und mit den auf das Intervall [e, a| transfor-
mierten Chebyshev-Knoten.

e Approximation mit einem Polynom vom Grad n und mit Interpolationsknoten, deren Dichte
gegen das linke Intervallende exponentiell zunimmt.

e Statt mit einem Polynom sollen die obigen drei Varianten mit einer rationalen Funktion der
Form ()
Pn—r\T
r(r) =
() = B2t

I

betrachtet werden, wobei im Zahler ein Polynom vom Grad n — k steht. Untersuchen Sie, fiir
welchen Wert von 1 < k < n Sie die besten Resultate erzielen konnen.

Plotten Sie die Fehlerverlaufe der verschiedenen Approximationen und vergleichen Sie sie mit TOL.

9Kann auch von 3 Personen bearbeitet werden.
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Projekt I11/3: Approximation von Standardfunktionen

Dieses Projekt hat zum Ziel, einige der so genannten mathematischen Standardfunktionen wie

sinz, Inxz, € ...

numerisch zu approximieren.

Diese Standardfunktionen sind in den meisten Implementierungen der gingigen Program-
miersprachen fix und fertig bereitgestellt, manche sogar bereits auf Hardwareebene, z.B. als
Maschineninstruktion fiir y/z. In den folgenden Beispielen sollen davon unabhingige numerische
Approximationen gebastelt werden. Diese Aufgabenstellung stellt ein schénes Ubungsgeldinde fiir
verschiedene numerische Techniken dar, wie z.B. Summation, Argumentreduktion, partielle doppelt
Genauigkeit etc., und man muss mit den dabei auftretenden Rechenfehlereffekten zurechtkommen.
Auflerdem ist es denkbar, dass man auf exotischeren Rechnerarchitekturen tatséchlich gezwungen
ist, eigene Routinen fiir die Standardfunktionen zu entwickeln.

Manche der relevanten numerischen Techniken, wie Reihenentwicklung, sind bei jedem der einzel-
nen Beispiele von Bedeutung; manches andere ist Beispiel-spezifisch. Fiir die Approximation werden
jeweils Polynome verwendet, die aus abgebrochenen Taylorreihen gewonnen werden. Diesem Zugang
wird die polynomiale Approximationen gegeniibergestellt.

Zu beachten:
e Grafische Visualisierung der Ergebnisse ist sinnvoll und erwiinscht.

e Der subnormale Gleitpunktzahlenbereich soll bei diesem Projekt grundsétzlich auler Betracht

bleiben.

e Mit F bezeichnen wir den zugrundeliegenden Bereich von Gleitpunktzahlen. Als Rechnerarith-
metik wird grundsétzlich doppelt genaue IEEE-Arithmetik (d.h. etwa double in MATLAB auf
einem PC, d.h. ca. 15 signifikante Dezimalstellen) vorausgesetzt, dies ist aber nicht wirklich
wesentlich.

e Mit eps bezeichnen wir die relative Maschinengenauigkeit fiir diese Arithmetik. Die in den
Beispielen zu konstruierenden Approximationen sollen moglichst bis auf einen relativen Fehler
der GroBlenordnung 100 eps genau sein; aus Griinden des Rechenaufwandes kann aber auch eine
moderatere Fehlertoleranz K eps gewéhlt werden, mit K > 100.

Beispiel 1: Exponentialfunktion

Es soll eine Funktionsprozedur fiir die Exponentialfunktion exp(z) = e” entwickelt werden. Die
Funktion wird dabei durch die ersten n+ 1 Summanden ihrer Taylorreihe beziiglich der Stelle g = 0

ersetzt:
2 3 "

. N2 r*  x
€ N;F = 1+$+3+€+...+H

(1.1) Man formuliere die Aufgabenstellung als numerisches Problem fiir einen konkreten Rechner:
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20+

154

10

Abbildung 1: Exponentialfunktion e®

— Genauigkeitsforderung: Es wird eine relative Genauigkeit von mindestens 100 eps ange-
strebt.

— Fiir welchen Bereich von z-Werten ist es (bei gegebener Arithmetik) iiberhaupt sinnvoll,
eine Approximaton zu berechnen (‘numerischer Definitionsbereich’)? Welche Ausnahme-
situation(en) liegt(liegen) auBlerhalb dieses Bereiches vor? Gibt es Symmetrien, so dass
dieser Bereich weiter reduziert werden kann?

— Fiir welche speziellen Argumente x € F ist der Funktionswert trivial?

(1.2) Wie viele Glieder der Taylorreihe muss man mindestens summieren, damit man die gewiinschte

(1.3)

Genauigkeit erreicht? Man fiihre eine Abschétzung fiir beliebige Argumente = aus dem nume-
rischen Definitionsbereich durch und stelle diese Information in geeigneter Weise grafisch dar.

Dabei wird exakte Rechnung vorausgesetzt: Die Rechenfehler, die beim Aufsummieren der
Reihe entstehen, werden vernachléssigt. Der Reihenrest,
% xn—i—l

T T _ Ox :
e —ZF = (n+1)!€ mit 6 € [0,1],

entspricht dem absoluten Verfahrensfehler.

Fiir einige konkrete Argumente z € F,
xr =1, —1, 10, —10, 20, —20, 100, —100

fithre man die Summation dieser endlichen Reihen in natiirlicher Reihenfolge durch und ermittle
die relativen Fehler der so erhaltenen Resultate. (Als Bezugsgrofie verwendet man den von der
Standardprozedur gelieferten Wert.)

Wird eine relative Genauigkeit erreicht, die dem unter (1.2) angegebenen Verfahrensfehler ent-
spricht?
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(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

Man gebe eine Begriindung fiir die beobachteten Phdnomene und vergleiche die Qualitiat der
obigen Resultate mit jener, die man bei Summation in umgekehrter Reihenfolge erhélt. Hat
man durch diese Mafinahme die Fehler bei den betragsgrofien negativen Argumenten in den
Griff bekommen?

Man entwickle folgende praktikable Variante, die auf dem Prinzip der Argumentreduktion be-
ruht: Man approximiert die Funktion nur auf einem kleinen Standardintervall und verwendet
spezielle Eigenschaften der Exponentialfunktion (e*t¥ = e - ¢¥), um andere Argumente auf
diesen Fall zuriickzufiihren.

Im folgenden bezeichne In2 € F die numerische Approximation von In2 in der gegebenen
Arithmetik.

a) Ist z € [0,1n2], so wird e* mit dem obigen Algorithmus ermittelt, wobei die Taylorreihe in
der umgekehrten Reihenfolge summiert wird. (Es empfiehlt sich ein zusétzlicher Summand
als ‘Genauigkeitsreserve’.) Speziell ist e® = 1.

b) Ist z > In2, dann stellt man z dar als
r = kln2 +r, mit ke N, 0<r<In2,

und verwendet die Identitét
x k In2+r

e’ =e =2k,
Man berechnet also e” mit der Prozedur aus a) und fiithrt anschlieend die Multiplikation
mit 2% durch. (Liegt eine Arithmetik mit der Basis b = 2 vor, so erfolgt diese Multiplikation
sogar rechenfehlerfrei. Fiir eine andere Basis b geniigt es, in a) das rechte Intervallende
In2 durch Inb zu ersetzen, um den gleichen Effekt zu erzielen.)

¢) Ist x < 0, so berechnet man zuerst €/l nach a) oder b) und bildet anschlieBend e* = 1/el”l.
Mit dieser Variante berechne man neuerlich die Werte der Exponentialfunktion fiir x =

1, —1, 10, —10, 20, —20, 100, —100. Hat sich die Qualitdat der Werte fiir grofle negative
Exponenten verbessert?

Vergleichen Sie die Approximationsmethode, die unter (1.5) entwickelt wurde mit der folgenden
Alternative:

(i) Lagrange-Interpolation zu dquidistanten Knoten,

(ii) Lagrange-Interpolation zu Chebyshev-Knoten.
Dabei wird wieder die relative Genauigkeit von 100 eps angestrebt und mit dem Standardinter-
vall z € [0,In2], vgl. (1.5), gearbeitet. Vergleichen Sie die Qualitit der drei Approximationfun-
tionen, indem Sie, sowohl die Fehlerverlaufe plotten, als auch die maximalen Fehler angeben.

Vergleichen Sie auch den Aufwand, der zur Konstruktion der Erstzfunktionen notwendig ist
(Anzahl der Funtionsauswertungen).
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4
2 4 6 g 10

-5

Abbildung 2: Natiirlicher Logarithmus Inx

Beispiel 2: Natiirlicher Logarithmus

Es soll eine Funktionsprozedur fiir den natiirlichen Logarithmus Inz (Inverse der Exponentialfunk-
tion, definiert fiir z > 0) entwickelt werden. Die Funktion soll dabei durch die ersten n Summanden
ihrer Taylorreihe beziiglich der Stelle xq = 1 ersetzt werden: Fiir x = 1 + ¢ ist

SV N Ny

ln(1—|—5)%i21(—1) s M ol G At

diese Reihe konvergiert jedoch nur fiir 0 < <2, d.h. fiir [0] <1, 6 # —1 (siche unten).

(2.1) Man formuliere die Aufgabenstellung als numerisches Problem fiir einen konkreten Rechner:

— Genauigkeitsforderung: Es wird eine relative Genauigkeit von mindestens 100 eps ange-
strebt.

— Fiir welchen Bereich von xz-Werten ist es (bei gegebener Arithmetik) tiberhaupt sinnvoll,
eine Approximaton zu berechnen (‘numerischer Definitionsbereich’)? Welche Ausnahme-
situation(en) liegt(liegen) auBlerhalb dieses Bereiches vor? Gibt es Symmetrien, so dass
dieser Bereich weiter reduziert werden kann?

— Fiir welche speziellen Argumente x € F ist der Funktionswert trivial?

(2.2) Wir betrachten zunichst Argumente 0 < z < 1, d.h. § € (-1, 0], fiir die die obige Taylorreihe
konvergiert. Wie viele Glieder der Taylorreihe muss man mindestens summieren, damit man
die gewiinschte Genauigkeit erreicht? Man fiihre eine Abschétzung fiir beliebige Argumente
x € (0,1] durch und stelle diese Information in geeigneter Weise grafisch dar. Wo ist der
‘problematische Bereich’ von x-Werten?
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Dabei wird exakte Rechnung vorausgesetzt: Die Rechenfehler, die bei dem Aufsummieren der
Reihe entstehen, werden vernachléssigt. Der Reihenrest,

n

In(1+4)—> (-1)

i=1

i*lé_i . (_1)TL 5TL+1 1
i n+1 (1465t

mit 0 € [0, 1],

entspricht dem absoluten Verfahrensfehler.
(2.3) Fiir einige konkrete Argumente z € F,
r=2"% k=12 .. ke,

fithre man die Summation dieser endlichen Reihen in natiirlicher Reihenfolge durch und ermittle
die relativen Fehler der so erhaltenen Resultate. (Als Bezugsgrofie verwendet man den von der
Standardprozedur gelieferten Wert.)

Wird eine relative Genauigkeit erreicht, die dem in (2.2) angegebenen Verfahrensfehler ent-
spricht?

(2.4) Man gebe eine Begriindung fiir die beobachteten Phénomene und vergleiche die Qualitiat der
obigen Resultate mit jener, die man bei Summation in umgekehrter Reihenfolge erhélt. Ist ein
Unterschied erkennbar?

(2.5) Man entwickle folgende praktikable Variante, die auf dem Prinzip der Argumentreduktion be-
ruht: Man approximiert die Funktion nur auf einem kleinen Standardintervall und verwendet
spezielle Eigenschaften der Logarithmusfunktion um andere Argumente auf diesen Fall zuriick-
zufiihren.

Im folgenden bezeichne e € F die numerische Approximation von e = exp(1) in der gegebenen
Arithmetik.

a) Ist x € [1/e, 1], so wird In z mit dem obigen Algorithmus ermittelt, wobei die Taylorreihe in
der umgekehrten Reihenfolge summiert wird. (Es empfiehlt sich ein zusétzlicher Summand
als ‘Genauigkeitsreserve’.) Speziell ist In1 = 0.

b) Ist 0 < x < 1/e, dann multipliziert man x so lange!® mit dem Faktor e, bis (nach k-facher
Multiplikation mit e) gilt
ri=¢e" . xec(l/el],

und verwendet die Identitét
Inz = In(r-e*) = Inr —k.

Man berechnet also Inr mit der Prozedur aus a) (mit 6 = r — 1) und subtrahiert anschlie-

Bend k.

c) Ist « > 1, so berechnet man zuerst In(1/x) nach a) oder b) und bildet anschliefend
Inzx = —1In(1/z).

Mit dieser Variante berechne man neuerlich die Werte der Logarithmusfunktion fiir Argumente
xr =27% (vgl. (2.3)) und bestimme den Fehler dieser Approximationen. Was ist zu beobachten?
(... Genauigkeit, Rechenaufwand)

10Das geht auch etwas eleganter und genauer. Man iiberlege sich eine Variante — dabei darf aber natiirlich keine
Auswertung eines Logarithmus vorkommen!
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(2.6) Fiir Argumente x < 1/e nahe an 1/e tritt bei bei der Berechnung des zum reduzierten Argument
r = ex gehorigen Wertes 0 = r —1 Ausloschung auf, weil r mit einem Rundungsfehler behaftet
ist und r ~ 1 ist.

Man diskutiere die Auswirkung dieses Ausloschungseffektes auf die Genauigkeit der resultie-
renden Approximation fiir Inz, allenfalls unterstiitzt durch Tests. Besteht hier ein Handlungs-

bedarf?

(2.7) Man bestimme die relative Konditionszahl der Auswertung von In z fiir Argumente = < 1 nahe
an 1. Diese Konditionszahl ist grof8 (check!), aber fiir Maschinenzahlen « € F (kein Datenfehler)
erwartet man von einer guten Implementierung von In, dass sie auch hier einen genauen Wert
liefert.

Ist die Auswertung von Inzx fiir 1 ~ = € F mittels der obigen Taylorreihe in diesem Sinne
numerisch stabil? (Man betrachte insbesondere den Extremfall x = 1 — O(eps), teste und
analysiere. )

(2.8) Vergleichen Sie die Approximationsmethode, die unter (2.5) entwickelt wurde mit folgenden
Alternativen:

(i) Lagrange-Interpolation zu #quidistanten Knoten,

(ii) Lagrange-Interpolation zu Chebyshev-Knoten.

Dabei wird wieder die relative Genauigkeit von 100 eps angestrebt und mit dem Standardinter-
vall x € [1/e, 1], vgl. (2.5), gearbeietet. Vergleichen Sie die Qualitit der drei Approximationfun-
tionen, indem Sie, sowohl die Fehlerverlaufe plotten, als auch die maximalen Fehler angeben.
Vergleichen Sie auch den Aufwand, der zur Konstruktion der Erstzfunktionen notwenig ist
(Anzahl der Funtionsauswertungen).

Beispiel 3: Sinusfunktion

Es soll eine Funktionsprozedur fiir die Sinusfunktion sin x entwickelt werden. Die Funktion wird dabei
durch die ersten n + 1 Summanden ihrer Taylorreihe beziiglich der Stelle xq = 0 ersetzt:

n 4
241 23 25 2+l

sin .~ ;(_1)1(22'“)! =t T Y G

(3.1) Man formuliere die Aufgabenstellung als numerisches Problem fiir einen konkreten Rechner:

— Genauigkeitsforderung: Es wird eine relative Genauigkeit von mindestens 100 eps ange-
strebt.

— Fiir welchen Bereich von xz-Werten ist es (bei gegebener Arithmetik) tiberhaupt sinnvoll,
eine Approximaton zu berechnen (‘numerischer Definitionsbereich’)? Welche Ausnahme-
situation(en) liegt(liegen) auBlerhalb dieses Bereiches vor? Gibt es Symmetrien, so dass
dieser Bereich weiter reduziert werden kann?

— Fiir welche speziellen Argumente = € F ist der Funktionswert trivial?

(3.2) Wie viele Glieder der Taylorreihe muss man mindestens summieren, damit man die gewiinschte
Genauigkeit erreicht? Man fiihre eine Abschétzung fiir beliebige Argumente x aus dem nume-
rischen Definitionsbereich durch und stelle diese Information in geeigneter Weise grafisch dar.
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(3.3)

(3.4)

(3.5)

Abbildung 3: Sinusfunktion sin x

Dabei wird exakte Rechnung vorausgesetzt: Die Rechenfehler, die bei dem Aufsummieren der
Reihe entstehen, werden vernachléssigt. Der Reihenrest,

‘ n . g2 ey @2 ‘
sinx — Z(—l) i) = (-1) 2n7 ) cos(0x), mit 6 € [0, 1],

=0

entspricht dem absoluten Verfahrensfehler.
Fiir einige konkrete Argumente x € F,
r=28 k=0,12,..., kna
x = 710,
fithre man die Summation dieser endlichen Reihen in natiirlicher Reihenfolge durch und ermittle

die relativen Fehler der so erhaltenen Resultate. (Als Bezugsgrofie verwendet man den von der
Standardprozedur gelieferten Wert.) Dabei wéihle man k., ‘verniinftig’ (vgl. (3.2)!).

Wird eine relative Genauigkeit erreicht, die dem in (3.2) angegebenen Verfahrensfehler ent-
spricht? Welche Argumentwerte sind besonders ‘kritisch’?

Man gebe eine Begriindung fiir die beobachteten Phéanomene und vergleiche die Qualitéat der
obigen Resultate mit jener, die man bei Summation in umgekehrter Reihenfolge erhélt. Hat man
durch diese Mainahme die Fehler bei den betragsgrofien Argumenten in den Griff bekommen?

Man entwickle folgende praktikable Variante, die auf dem Prinzip der Argumentreduktion be-
ruht: Man approximiert die Funktion nur auf dem Intervall [0,27] und verwendet spezielle
Eigenschaften der Sinusfunktion, insbesondere deren Periodizitéit, um andere Argumente auf
diesen Fall zuriickzufiihren.

Im folgenden bezeichne pi € F die numerische Approximation von 7 in der gegebenen Arith-
metik.
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a) Ist z € [0, pi], so wird sin z mit dem obigen Algorithmus ermittelt, wobei die Taylorreihe in
der umgekehrten Reihenfolge summiert wird. (Es empfiehlt sich ein zusétzlicher Summand
als ‘Genauigkeitsreserve’.)

b) Der Fall z € [pi, 2pi], wird unmittelbar auf Fall a) zuriickgefithrt (wie?).

c) Ist x > 2 pi, dann stellt man x dar als
r =2kpi+r, mit keN, 0<r<pi,
und verwendet die Periodizitdt von sin:

sin(2kmw +r) = sinr.

Man bestimmt also das betreffende k, berechnet r := x — 2k pi und anschliefend sinr
geméB a), b).
d) Fir z < 0 verwendet man die Schiefsymmetrie der Sinusfunktion: sinx = —sin(—z).

(3.6) Mit der Variante (3.5) berechne man neuerlich die Werte der Sinusfunktion fiir die gleichen
Argumente wie unter (3.3). Was hat sich verbessert, bzw. wo treten noch Ungenauigkeiten
auf? Man achte auf die erreichte relative Genauigkeit!

Das spezielle Argument x = 710 steht stellvertretend fiir betragsgrofle Argumente, bei denen
sinz sehr betragsklein ist. (Beachte: 710 ~ 27 - 113.000009 . ..!) Diese Konstellation soll jetzt
noch genauer untersucht werden.

— Wodurch ist bei solchen Argumenten die numerische Ungenauigkeit des unter (3.5) kon-
struierten Algorithmus verursacht? (Je kleiner |sin x| und je grofler k, desto ausgeprigter
ist diese Ungenauigkeit.)

— Kann man diese Ungenauigkeit dadurch beseitigen, dass man sinr ‘exakt’ auswertet (also
mit der Standardprozedur fiir sin anstatt mit der selbstgebastelten Operation)?

— Welche Operation miisste man mit héherer Genauigkeit ausfithren, um diese numerische
Ungenauigkeit zu mildern bzw. zu beseitigen? (Begriindung!)

— Fiir sin 710 soll nun ein genauerer Wert in folgender Weise ermittelt werden: Man berechnet
das reduzierte Argument r in erhohter Genauigkeit (etwa mit 25 Dezimalstellen, mit Hilfe
von MAPLE) iibernimmt den sich daraus durch Rundung ergebenden Wert in das eigene
Programm, und wertet dann sin aus.

Man berechne die beiden Approximationen®! fiir sin 710, die sich mit diesen beiden Ver-
sionen von r ergeben (‘normal’ bzw. mit erhohter Genauigkeit bestimmt), vergleiche diese
mit dem ‘exakten’ Wert fiir sin 710 und interpretiere die Resultate.

— Man bestimme auch die relative Konditionszahl der Auswertung von sin z fiir das ‘kriti-
sche’ Argument x = 710. Diese Konditionszahl ist grof8 (check!), aber da ja z exakt als
Maschinenzahl gegeben ist (kein Datenfehler), erwartet man von einer guten Implemen-
tierung von sin, dass sie auch hier einen genauen Wert liefert.

(3.7) Vergleichen Sie die Approximationsmethode, die unter (3.5) entwickelt wurde mit folgenden
Alternativen:

1Um den Einfluss der verschiedenen Fehlerquellen sauber zu trennen, soll bei diesem Vergleich der Wert von sinr
der Einfachheit halber mit der ‘exakten’ Standardfunktion sin ausgewertet werden, und nicht mit der selbstgebastelten
Approximation.
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Abbildung 4: Kosinusfunktion cosx

(i) Lagrange-Interpolation zu dquidistanten Knoten,

(ii) Lagrange-Interpolation zu Chebyshev-Knoten.

Dabei wird wieder die relative Genauigkeit von 100 eps angestrebt und mit dem Standardinter-
vall z € [0, pi], vgl. (3.5), gearbeietet. Vergleichen Sie die Qualitéit der drei Approximationfun-
tionen, indem Sie, sowohl die Fehlerverlaufe plotten, als auch die maximalen Fehler angeben.
Vergleichen Sie auch den Aufwand, der zur Konstruktion der Erstzfunktionen notwenig ist
(Anzahl der Funtionsauswertungen).

Beispiel 4: Kosinusfunktion

Es soll eine Funktionsprozedur fiir die Kosinusfunktion cosz entwickelt werden. Die Funktion wird
dabei durch die ersten n + 1 Summanden ihrer Taylorreihe beziiglich der Stelle zy = 0 ersetzt:

n 24 2 4 2n

A o T
cosx%%(—l) 2] =1 5 +24+...+( 1) )l

(4.1) Man formuliere die Aufgabenstellung als numerisches Problem fiir einen konkreten Rechner:
— Genauigkeitsforderung: Es wird eine relative Genauigkeit von mindestens 100 eps ange-
strebt.

— Fiir welchen Bereich von z-Werten ist es (bei gegebener Arithmetik) iiberhaupt sinnvoll,
eine Approximaton zu berechnen (‘numerischer Definitionsbereich’)? Welche Ausnahme-
situation(en) liegt(liegen) auBlerhalb dieses Bereiches vor? Gibt es Symmetrien, so dass
dieser Bereich weiter reduziert werden kann?

— Fiir welche speziellen Argumente x € F ist der Funktionswert trivial?

37



Ubungen zur Numerischen Mathematik, LVA 106.064 WS 2011/12

(4.2)

(4.3)

Wie viele Glieder der Taylorreihe muss man mindestens summieren, damit man die gewiinschte
Genauigkeit erreicht? Man fithre eine Abschétzung fiir beliebige Argumente x aus dem nume-
rischen Definitionsbereich durch und stelle diese Information in geeigneter Weise grafisch dar.

Dabei wird exakte Rechnung vorausgesetzt: Die Rechenfehler, die bei dem Aufsummieren der
Reihe entstehen, werden vernachléssigt. Der Reihenrest,

n 21 2n+2

cos T — ; (—1)Z(§2)' = (—1)"“% cos(6z), mit 0 € [0, 1],

entspricht dem absoluten Verfahrensfehler.

Fiir einige konkrete Argumente z € F,

a) =2 k=012 ... knaa,
b) x = 887.5,
fiihre man die Summation dieser endlichen Reihen in natiirlicher Reihenfolge durch und ermittle

die relativen Fehler der so erhaltenen Resultate. (Als Bezugsgrofie verwendet man den von der
Standardprozedur gelieferten Wert.) Dabei wéhle man k4, ‘verniinftig’ (vgl. (3.2)!).

Wird eine relative Genauigkeit erreicht, die dem in (3.2) angegebenen Verfahrensfehler ent-
spricht? Welche Argumentwerte sind besonders ‘kritisch’? Was passiert bei x = 887.57

Man gebe eine Begriindung fiir die beobachteten Phénomene und vergleiche die Qualitat der
obigen Resultate mit jener, die man bei Summation in umgekehrter Reihenfolge erhélt. Hat man
durch diese Mainahme die Fehler bei den betragsgrofien Argumenten in den Griff bekommen?

Man entwickle folgende praktikable Variante, die auf dem Prinzip der Argumentreduktion be-
ruht: Man approximiert die Funktion nur auf dem Intervall [0,27] und verwendet spezielle
Eigenschaften der Kosinusfunktion, insbesondere deren Periodizitiat, um andere Argumente auf
diesen Fall zuriickzufiihren.

Im folgenden bezeichne pi € F die numerische Approximation von 7 in der gegebenen Arith-
metik.

a) Ist z € [0, pi], so wird cos z mit dem obigen Algorithmus ermittelt, wobei die Taylorreihe in
der umgekehrten Reihenfolge summiert wird. (Es empfiehlt sich ein zusétzlicher Summand
als ‘Genauigkeitsreserve’.)

b) Der Fall x € [pi, 2pi], wird unmittelbar auf Fall a) zuriickgefiihrt (wie?).

c) Ist x > 2 pi, dann stellt man x dar als
r = 2kpi+r, mit keN, 0<r<pi,
und verwendet die Periodizitdt von cos:
cos(2km + 1) = cosr.

Man bestimmt also das betreffende k, berechnet r := x — 2k pi und anschliefend sinr
geméf a),b).

d) Fiir x < 0 verwendet man die Symmetrie der Kosinusfunktion: cosx = cos(—z).

38



Ubungen zur Numerischen Mathematik, LVA 106.064 WS 2011/12

(4.6) Mit der Variante (4.5) berechne man neuerlich die Werte der Kosinusfunktion fiir die gleichen
Argumente wie unter (4.3). Was hat sich verbessert, bzw. wo treten noch Ungenauigkeiten auf?
Man achte auf die erreichte relative Genauigkeit!

Das spezielle Argument x = 887.5 steht stellvertretend fiir betragsgrofie Argumente, bei denen
cos x sehr betragsklein ist. (Beachte: 887.5 — /2 ~ 27 - 141.00001 . . .!) Diese Konstellation soll
jetzt noch genauer untersucht werden.

— Wodurch ist bei solchen Argumenten die numerische Ungenauigkeit des unter (4.5) kon-
struierten Algorithmus verursacht? (Je kleiner | cos z| und je grofer k, desto ausgeprigter
ist diese Ungenauigkeit.)

— Kann man diese Ungenauigkeit dadurch beseitigen, dass man cosr ‘exakt’ auswertet (also
mit der Standardprozedur fiir cos anstatt mit der selbstgebastelten Operation)?

— Welche Operation miisste man mit héherer Genauigkeit ausfithren, um diese numerische
Ungenauigkeit zu mildern bzw. zu beseitigen? (Begriindung!)

— Fiir cos887.5 soll nun ein genauerer Wert in folgender Weise ermittelt werden: Man be-
rechnet das reduzierte Argument r in erhohter Genauigkeit (etwa mit 25 Dezimalstellen,
mit Hilfe von MAPLE), iibernimmt den sich daraus durch Rundung ergebenden Wert in
das eigene Programm, und wertet dann cos aus.

Man berechne die beiden Approximationen'? fiir cos887.5, die sich mit diesen beiden
Versionen von r ergeben (‘normal’ bzw. mit erhéhter Genauigkeit bestimmt), vergleiche
diese mit dem ‘exakten’ Wert fiir cos 887.5 und interpretiere die Resultate.

— Man bestimme auch die relative Konditionszahl der Auswertung von cos x fiir das ‘kriti-
sche” Argument = = 887.5. Diese Konditionszahl ist groff (check!), aber da ja x exakt als
Maschinenzahl gegeben ist (kein Datenfehler), erwartet man von einer guten Implemen-
tierung von cos, dass sie auch hier einen genauen Wert liefert.

(4.7) Vergleichen Sie die Approximationsmethode, die unter (4.5) entwickelt wurde mit folgenden
Alternativen:

(i) Lagrange-Interpolation zu dquidistanten Knoten,

(ii) Lagrange-Interpolation zu Chebyshev-Knoten.
Dabei wird wieder die relative Genauigkeit von 100 eps angestrebt und mit dem Standardinter-
vall z € [0, pi], vgl. (4.5), gearbeietet. Vergleichen Sie die Qualitét der drei Approximationfun-
tionen, indem Sie, sowohl die Fehlerverlaufe plotten, als auch die maximalen Fehler angeben.

Vergleichen Sie auch den Aufwand, der zur Konstruktion der Erstzfunktionen notwenig ist
(Anzahl der Funtionsauswertungen).

Beispiel 5: Arcustangens

Es soll eine Funktionsprozedur fiir die Arcustangensfunktion arctan(x) (Hauptzweig, mit Funkti-
onswerten aus (—m/2,7/2)) entwickelt werden. Die Funktion wird dabei durch die ersten n + 1

12Um den Einfluss der verschiedenen Fehlerquellen sauber zu trennen, soll bei diesem Vergleich der Wert von cosr
der Einfachheit halber mit der ‘exakten’ Standardfunktion cos ausgewertet werden, und nicht mit der selbstgebastelten
Approximation.

39



Ubungen zur Numerischen Mathematik, LVA 106.064 WS 2011/12

Abbildung 5: Arcustangens arctan z

Summanden ihrer Taylorreihe beziiglich der Stelle x¢ = 0 ersetzt:

n .
2+ 3 5 2+l

K3 x Y n
arctanz ~ Z(—l) il x_§+€+“'+(_1>
=0

2n+1

Diese Reihe konvergiert jedoch nur fiir |z| < 1. (Fiir = 1 erhélt man eine bekannte Reihenappro-
ximation von m/4.)

(5.1) Man formuliere die Aufgabenstellung als numerisches Problem fiir einen konkreten Rechner:

— Genauigkeitsforderung: Es wird eine relative Genauigkeit von mindestens 100 eps ange-
strebt.

— Fiir welchen Bereich von z-Werten ist es (bei gegebener Arithmetik) iiberhaupt sinnvoll,
eine Approximaton zu berechnen (‘numerischer Definitionsbereich’)? Welche Ausnahme-
situation(en) liegt(liegen) auBlerhalb dieses Bereiches vor? Gibt es Symmetrien, so dass
dieser Bereich weiter reduziert werden kann?

— Fiir welche speziellen Argumente x € F ist der Funktionswert trivial?

(5.2) Wie viele Glieder der Taylorreihe muss man mindestens summieren, damit man die gewiinschte
Genauigkeit erreicht? Man fiihre eine Abschétzung fiir beliebige Argumente x € (0, 1] durch
und stelle diese Information in geeigneter Weise grafisch dar.

Dabei wird exakte Rechnung vorausgesetzt: Die Rechenfehler, die beim Aufsummieren der

Reihe entstehen, werden vernachlassigt. In diesem Fall gilt folgende Abschéitzung fiir den Ver-
fahrensfehler:'3
2l p2n+3
arctanax — <

— 2i1+1 | = 2n+3

13Bei einer konvergenten alternierenden Reihe kann man den Abbruchfehler durch den Betrag des ersten nicht mehr
beriicksichtigten Reihengliedes abschétzen.
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(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

Fiir eine Folge von konkreten Argumente = € F,
r=1-27" k=1,2,..., kmas,

fiihre man die Summation dieser endlichen Reihen in natiirlicher Reihenfolge durch und ermittle
die relativen Fehler der so erhaltenen Resultate. (Als Bezugsgrofie verwendet man den von der
Standardprozedur gelieferten Wert.)

Wird eine relative Genauigkeit erreicht, die dem unter (5.2) angegebenen Verfahrensfehler ent-
spricht? Wie steht es mit dem Rechenaufwand (d.h. wieviele Reihenglieder mussten summiert
werden?)

Man gebe eine Begriindung fiir die beobachteten Phéanomene und vergleiche die Qualitiat der
obigen Resultate mit jener, die man bei Summation in umgekehrter Reihenfolge erhélt. Ist ein
Unterschied erkennbar?

Man entwickle folgende praktikable Variante, die fiir Argumente x nahe an 1 eine schneller
konvergente Reihe verwendet. Mit Hilfe von MAPLE erhélt man (Taylorreihe an zy = 1):

5 52 53 55 56 57 59 510 511
to -t s+ +o—+...

m
tan(14+0) ~ = 48 112 T 288 320
avctan(l40) ~ 2+ 5 = T+ 5 -0 T8 "1z T 28 320 704

(weitere Terme bzw. eine Restgliedabschitzung ermittle man bei Bedarf mittels MAPLE).

Man teste die numerische Konvergenz dieser Reihe fiir die gleiche Folge von Argumenten wie
unter (5.2), und vergleiche insbesondere den Unterschied in der Genauigkeit bei umgekehrter
Summationsreihenfolge, abhéngig von der Anzahl der verwendeten Summanden.

SchlieBlich implementiere und teste man folgende Approximation von arctan z fiir belienige x:

a) Ist € [0,1], so wird arctanz mit dem obigen Algorithmus ermittelt, wobei die jewei-
lige Taylorreihe in der umgekehrten Reihenfolge summiert wird. (Es empfiehlt sich ein
zusétzlicger Summand als ‘Genauigkeitsreserve’.)

b) Fiir x > 1 verwendet man die Identitét

™
arctanxr = — — arctan —.
2 T

c) Fiir z < 0 ist arctanz = — arctan(—xz).

Vergleichen Sie die Approximationsmethode, die unter (5.6) entwickelt wurde mit folgenden
Alternativen:

(i) Lagrange-Interpolation zu dquidistanten Knoten,

(ii) Lagrange-Interpolation zu Chebyshev-Knoten.
Dabei wird wieder die relative Genauigkeit von 100 eps angestrebt und mit dem Standardinter-
vall z € [0, 1], vgl. (5.6), gearbeietet. Vergleichen Sie die Qualitéit der drei Approximationfun-
tionen, indem Sie, sowohl die Fehlerverldufe plotten, als auch die maximalen Fehler angeben.

Vergleichen Sie auch den Aufwand, der zur Konstruktion der Erstzfunktionen notwenig ist
(Anzahl der Funtionsauswertungen).
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Abbildung 6: Sinus hyperbolicus sinh x

Beispiel 6: Sinus hyperbolicus

Es soll eine Funktionsprozedur fiir den hyperbolischen Sinus sinh x entwickelt werden. Dazu werden
zwei verschiedene Varianten in Betracht gezogen:

(i) Die Funktion wird durch die ersten n 4+ 1 Summanden ihrer Taylorreihe beziiglich der Stelle
zo = 0 approximiert:

n .
ZL‘2Z+1 ZL‘3 1,5 l,2n+1

mhe ~ S —— —a+ X T
i ;(%—‘rl)! SR T R R

(ii) Unter der Annahme, dass eine Funktionsprozedur fiir die Exponentialfunktion exp(x) = e®

verfiigbar ist, soll sinh x direkt auf Grund der Definition
sinhz =

implementiert werden (kein Verfahrensfehler).

(6.1) Man formuliere die Aufgabenstellung als numerisches Problem fiir einen konkreten Rechner:
— Genauigkeitsforderung: Es wird eine relative Genauigkeit von mindestens 100 eps ange-
strebt.

— Fiir welchen Bereich von z-Werten ist es (bei gegebener Arithmetik) iiberhaupt sinnvoll,
eine Approximaton zu berechnen (‘numerischer Definitionsbereich’)? Welche Ausnahme-
situation(en) liegt(liegen) auBlerhalb dieses Bereiches vor? Gibt es Symmetrien, so dass
dieser Bereich weiter reduziert werden kann?

— Fiir welche speziellen Argumente = € F ist der Funktionswert trivial?
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(6.2)

(6.3)

(6.4)

Wie viele Glieder der Taylorreihe muss man mindestens summieren, damit man die gewiinschte
Genauigkeit erreicht? Man fithre eine Abschétzung fiir beliebige Argumente x aus dem nume-
rischen Definitionsbereich durch und stelle diese Information in geeigneter Weise grafisch dar.

Dabei wird exakte Rechnung vorausgesetzt: Die Rechenfehler, die bei dem Aufsummieren der

Reihe entstehen, werden vernachléssigt. Der Reihenrest,
n g2l 22 +3
sinhx — ; i) = 2n 13 cosh(f), mit 0 € [0, 1],

entspricht dem absoluten Verfahrensfehler.

Fiir eine Folge von konkreten Argumenten x € F,
r=2% £ =0,1,2,3,... (so weit wie moglich)

fiihre man die Summation dieser endlichen Reihen in natiirlicher Reihenfolge durch und er-
mittle den Fehler der so erhaltenen Resultate. (Als Bezugsgrofie verwendet man den von der
Standardprozedur gelieferten Wert.)

Wird eine relative Genauigkeit erreicht, die dem unter (6.2) angegebenen Verfahrensfehler ent-
spricht? Man gebe eine Begriindung fiir die beobachteten Phéanomene und vergleiche die Qua-
litdt der obigen Resultate mit jener, die man bei Summation in umgekehrter Reihenfolge erhalt.

Man versuche zu beurteilen, fiir welchen Bereich von xz-Werten Variante (i) bzw. (ii) aus (6.2)
der anderen vorzuziehen ist, und fithre entsprechende numerische Tests durch. (Rechenaufwand
und numerisch erzielte Genauigkeit sind die entscheidenden Kenngrofien.)

Was passiert fiir sehr betragskleine Argumente x? Welche Konsequenz ist also hinsichtlich eine

konkreten Implementierung zu ziehen?

Fiir die auf der Exponentialfunktion basierende Variante fithre man eine formale Rundungs-
fehleranalyse durch. Dabei soll angenommen werden, dass exp(x) stets mit einem relativen
Rundungsfehler der Groenordnung 10eps ausgewertet wird.

Auf Grund der unter (6.4) und (6.5) gewonnenen Erkenntnisse implementiere und teste man
schlieBlich folgende Approximation von sinh x:

a) Je nach GroBenordnung des Argumentes wird mit der entsprechend langen Taylorreihe
oder mit der Exponentialfunktion gearbeitet (ein zusétzlicher Term als Genauigkeitsre-
serve). Der ‘Umschaltpunkt’ zwischen den beiden Varianten ist geeignet zu wéhlen (vgl.

(6.5)).

b) Fiir x < 0 ist sinhz = —sinh(—x).

Vergleichen Sie die Approximationsmethode, die unter (6.6) entwickelt wurde mit folgenden
Alternativen:

(i) Lagrange-Interpolation zu #quidistanten Knoten,

(ii) Lagrange-Interpolation zu Chebyshev-Knoten.
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Dabei wird wieder die relative Genauigkeit von 100 eps angestrebt und auf dem Intervall
x € [0,00), vgl. (6.6), gearbeietet. Vergleichen Sie die Qualitét der drei Approximationfun-
tionen, indem Sie, sowohl die Fehlerverldufe plotten, als auch die maximalen Fehler angeben.
Vergleichen Sie auch den Aufwand, der zur Konstruktion der Erstzfunktionen notwenig ist
(Anzahl der Funtionsauswertungen).
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Projekt III/4: Interpolation einer Wertetabelle

Aus einer gegebenen Tabelle von Funktionswerten (z;, f(x;)) sollen (N&herungs-) Werte der betref-
fenden Funktion f(z) an Zwischenstellen x durch lokale, stiickweise polynomiale Interpolation (unter
Verwendung zu x benachbarter Stellen x;) gewonnen werden.

Dabei ergeben sich eine Reihe von Fragestellungen (siehe weiter unten).

Die konkreten Beispiele:

Beispiel 1: f(z) =1/z, I =(0,1]

100

Das Beispiel ist durchaus nicht realitatsfremd. Division ist die ‘schwierigste’ arithmetische Operation,
und unter Verwendung polynomialer Interpolation kann man sie (ndherungsweise) auf die elementa-
reren Rechenoperationen +, —, * zuriickfithren. In Mikroprozessoren passiert (ansatzweise) dhnliches.

Achtung: x =07!.

Beispiel 2: f(z) =z, I =10,1]

08

0.6

0.2

Achtung: = =071
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

Beispiel 3: f(z) =Inz, I =(0,1]
Achtung: z =071

Beispiel 4: f(z) =sinz, I =10,7]

08

0.6

0.2

Beispiel 5: f(z) =cotz, I =10,5]

Achtung: z =071
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Beispiel 6: f(z) = 2'% I=10,1]

08

0.6

0.4

0.2

Zu beachten:

e Wenn im Folgenden von linearer (m = 1), quadratischer (m = 2) bzw. allgemein von polyno-
mialer Interpolation mit Grad m die Rede ist, so bedeutet dies, dass fiir die Interpolation an
einer Stelle = jeweils m + 1 benachbarte x; herangezogen werden, so dass x im Inneren des von
den z; ‘aufgespannten’ Intervalls liegt (am besten ‘moglichst in der Mitte’).

e Grafische Visualisierung der Ergebnisse ist sinnvoll und erwiinscht.

Hier die konkreten zu bearbeitenden Fragestellungen (fiir eines der konkreten f(z), = € I = [a,b]
bzw. I = (a,b]):

e Teilprojekt 1:
Es sei angenommen, dass die Tabelle exakte Funktionswerte enthélt. Fiir ein beliebig vorge-
gebenes h > 0 gebe man, an welche absolute Genauigkeit mit linearer bzw. quadratischer
Extrapolation mit Sicherheit erzielbar ist (Verfahrensfehler).

Falls so eine Abschétzung nicht méglich ist, begriinde man diese ‘Unméglichkeit” und betrachte
dann ein vereinfachtes Problem in einem reduzierten Intervall I = [a+0, b], mit (z.B.) § = 0.1.

Konnte man durch lineare Interpolation basierend auf einer feineren Auflésung, d.h. mit h <
h einen kleineren Verfahrensfehler erzielen als mittels quadratischer Interpolation? Wie wiére
dabei h im Vergleich zu h zu wéahlen?

Man implementiere die polynomiale Interpolation in obigem Sinne und teste fiir ein vorgege-

benes h und verschiedene Stellen z die erreichte absolute und relative Genauigkeit.

e Teilprojekt 2:
Man untersuche die Frage, wie h gewdhlt werden muss, damit bei linearer bzw. quadratischer
Interpolation garantiert werden kann, dass der relative Verfahrensfehler fiir alle x € I unter
einer vorgegebenen Toleranz rtol = 107% bleibt.

Man teste am Computer fiir £ = 3,6,9, 12, 15, ob die geforderte Genauigkeit jeweils tatsiachlich
erreicht wird, und bewerte und interpretiere die Ergebnisse.

Was wiirde fiir die Verwendung hoherer Polynomgrade m sprechen?
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Unter Zuhilfenahme der in Teilprojekt 1 erhaltenen theoretischen Fehlerschiatzung iiberle-
ge man, wie fiir lineare bzw. quadratische Interpolation (Interpolationspolynom g(x)) ein
nichtiquidistantes Gitter {z;} gew#hlt werden sollte, so dass der relative Verfahrensfehler eine
vorgegebene Toleranzforderung erfiillt, d.h.

f(z)
Man implementiere und teste diese Strategie. An welchen Stellen x treten hier Schwierigkeiten

auf?

e Teilprojekt 3:
Polynominterpolation kann auch fiir die Approximation von Ableitungen einer Funktion dienen
(die Ableitung des Interpolationspolynoms wird als Approximation verwendet).

Man untersuche experimentell, fiir verschiedene Stellen x € I, die Approximationsqualitét (ab-
soluter Fehler), die sich fiir die Funktionswerte selbst (0. Ableitung) und die 1. und 2. Ableitung
ergibt, unter Verwendung der Polynomgrade 1,2 und 3. Dabei bestimme man auch die ‘Konver-
genzgeschwindigkeit’ fiir abnehmendes h, indem man die Berechnungen fiir verschiedene Werte
von h ausfithrt (Wertetabelle mit immer feinerer Abtastung, z.B. h = 1/2,1/4,1/8, .... Aus
dem Ansatz

|q;(f)($) — W) = C- P, |q/(1];)2(x) — f® (@) = C- (h/2),

bestimmt man die Fehlerkonstante C' und die ‘beobachtete’ Ordnung p.
Welche Systematik ist in den beobachteten Ordnungen p zu erkennen?

Man versuche, zumindest fiir den Fall der linearen Interpolation, die fiir die 1. Ableitung be-
obachtete Approximationsordnung p theoretisch zu beweisen.

Fiir die Approximation der 1. und 2. Ableitung mit Hilfe linearer und quadratischer Interpolati-
on leite man eine Abschéitzung fiir die Auswirkung des Datenfehlers her: Angenommen, g bzw.
¢ interpolieren die exakten Daten (z;, f(z;)) bzw. gestorte Daten (z;, f(x;) + 0;), mit |6;] < 4,
dann ist folgende Abschétzung gesucht:

lq(z) —q(x)| < 77 (abhéngig, von h, 4).

Man kommentiere das Ergebnis.

Welche verbesserte Abschéatzung lédsst sich angeben, wenn die Storungen 6; nicht ‘zufillig’ sind,
sondern als Werte einer hinreichend glatten (d.h. geeignet oft differenzierbaren) Funktion ¢
interpretiert werden kénnen, d.h. §; = g(z;)?
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Projekt IV /1: Numerische Quadratur - Version 1

Entwickelt man Software zur numerischen Integration, so mufl man sich nicht nur fiir ein numeri-
sches Integrationsverfahren (bzw. fiir eine Klasse von Integrationsverfahren wie z.B. die Newton-Cotes
Formeln) entscheiden, sondern man mufl auch SteuerungsmafBnahmen (Schrittweitensteuerung, Ab-
bruchkriterien, ...) vorsehen. Die meisten der folgenden Teilprojekte beziehen sich auf die Planung
und Entwicklung solcher SteuerungsmafBnahmen. Greifen Sie bei Ihren Uberlegungen auch auf die
numerische Literatur zu dieser Thematik zuriick!

e Teilprojekt 1:
Zur Hlustration der numerischen Faustformel
“Geringe Genauigkeitsanforderungen < Verfahren geringer Ordnung sind effizient; Strenge
Genauigkeitsanforderungen < Verfahren hoher Ordnung sind effizient” realisieren Sie folgende
numerischen Experimente:

Wihlen Sie Testbeispiele, bei denen die Glattheit des Integranden (d. h. die GréBenordnungen
der Ableitungen) am ganzen Integrationsintervall nicht schwankt, sodafl dquidistante Gitter als
sinnvoll erscheinen. Wihlen Sie verschiedene numerische Quadraturverfahren (Newton-Cotes
Formeln, Gaufl Formeln, Kronrod Formeln) und integrieren Sie auf Folgen dquidistanter Git-
ter'*, d. h. zuniichst auf dem grobsten Gitter das fiir das betrachtete Verfahren moglich ist
(z. B. Simpsonregel: g = a,x; = “TH’,xg = b; a,b... Integrationsgrenzen), dann auf dop-
pelt so feinem Gitter, dann auf 4 mal so feinem Gitter, u.s.w. Beobachten Sie in all diesen
Fillen den Verfahrensfehler. Stellen Sie fest, ab welcher Gitterfeinheit sich die Ordnung des
Verfahrens beobachten lé3t. Geben Sie eine Genauigkeitsforderung vor und priifen sie, wieviele
Funktionsauswertungen bei jedem einzelnen Verfahren nétig sind um das vorgegebene Genau-
igkeitsniveau zu erreichen. Experimentieren Sie auch mit weniger glatten Testbeispielen, d. h.
mit Beispielen, bei denen an einzelnen Punkten Unstetigkeiten hoherer Ableitungen auftreten.
Konstruieren Sie Beispiele, bei denen nur wenige Unstetigkeitspunkte vorliegen (ev. nur einer!)
und Beispiele, wo die entsprechende Ableitung relativ oft springt. Was beobachten Sie insbeson-
dere in jenen Féllen, wo die Ableitungen, die in der Konvergenztheorie (d. h. beim Beweis der
Ordnungsaussagen des Verfahrens) auftreten, in ihrer Ordnung kritisch nahe zu der Ordnung

der unstetigen Ableitungen liegen?

e Teilprojekt 2:
Uberlegen Sie SteuerungsmaBnahmen fiir ein Quadraturpaket basierend auf den Newton-Cotes
Formeln (eigene Uberlegungen + Studium der einschligigen numerischen Literatur). Falls Sie
auch an automatische Ordnungssteuerung denken, sollten Sie die experimentellen Erfahrungen
von Teilprojekt 1 in Ihre Uberlegungen einbeziehen. Formulieren Sie — basierend auf diesen
Uberlegungen — einen numerischen Integrationsalgorithmus und programmieren Sie diesen. Te-
sten Sie Thr Programm anhand von Testbeispielen unterschiedlicher Schwierigkeit.

e Teilprojekt 3:
Wie Teilprojekt 2, jedoch soll das zu entwickelnde Programm auf das Gauf-Kronrod Formel-
paaren (statt auf den Newton-Cotes Formeln) beruhen.

14Bei den auf irrationalen Knoten beruhenden Gaul Formeln bezieht sich der Begriff “squidistant” auf das “duBere”
Gitter, bei dem in den einzelnen Gitterintervallen der Integrand jeweils durch ein Interpolationsproblem ersetzt wird.
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Teilprojekt 4:
Wie Teilprojekt 2, jedoch soll das zu entwickelnde Programm auf der Trapezsummenextrapo-
lation (statt auf den Newton-Cotes Formeln) beruhen.

Teilprojekt 5:

Testen Sie die in den Programmbibliotheken vorhandene Software zur numerischen Integration.
Eine Auswahl von Testbeispielen wird in der Sprechstunde zur Verfiigung gestellt. Vergleichen
Sie die Qualitédt der professionellen Software mit der Qualitédt der in den Teilprojekten 2, 3, 4
entwickelten Pakete.

Teilprojekt 6:

Wenn man in den Endpunkten des Intergrationsintervalls Ableitungswerte des Integranden
berechnet, kann man mit Hilfe der Euler-McLaurin’schen Summenformel N&herungen des In-
tegrals gewinnen, die genauer (d.h. von héherer Ordnung) sind als die Trapezsumme. Eine oft
sinnvolle Modifikation dieser Vorgangsweise besteht darin, die bendtigten Ableitungswerte am
Rand durch numerische Differentiation (asymptotisch gut genug) zu gewinnen. Basierend auf
diesen Ideen schreiben Sie drei Programmversionen'® zur numerischen Integration, allerdings
ohne jegliche Steuerungsmafinahmen.

Version 1: Trapezsummenextrapolation der Ordnung 2k, basierend auf der Bulirschfolge!®.

Version 2: An den Réndern modifizierte Trapezregel der Ordnung 2k, basierend auf exakten
Ableitungsberechnungen.

Version 3: An den Randern modifizierte Traperegel der Ordnung 2k, basierend auf asymptotisch
hinreichend genauen numerischen Differentiationen an den Réndern.

Integrieren Sie selbstgewihlte Testbeispiele mit diesen drei Versionen auf immer feineren Git-
tern und vergleichen Sie die dabei auftretenden Verfahrensfehler. Im Hinblick auf einen fairen
Vergleich stellen Sie nur jene Fille gegeniiber, die beziiglich aller drei Versionen auf derselben
Ordnung 2k und auf derselben Anzahl von Funktionsauswertungen beruhen.

Diskutieren Sie, wie man die drei Versionen mit Hilfe von Steuermafinahmen zu vollwertigen
Programmen zur numerischen Integration erweitern kann. Was spricht im Hinblick auf solche
Uberlegungen fiir (bzw. gegen) die einzelnen Versionen?

15Genaugenommen drei Gruppen von Programmversionen, da man in jedem Fall auch unterschiedliche Konvergen-
zordnungen 2k(k = 1,2,. .., kmax) betrachtet.

16Die Bulirschfolge ensteht aus der schnell abnehmenden Folge h,, =

weiten

(bg_na) durch dazwischen schalten der Schritt-

(b=a)

3.9n
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Projekt IV /2: Numerische Quadratur - Version 2

Dieses Projekt hat zum Ziel, die Eigenschaften der Verfahrensfehler anhand der numerischen
Quadratur (Integration) zu diskutieren. Dabei soll auch gelernt werden, wie man Verfahrensfehler
schitzen kann.

Vorbemerkungen

Um eine Néherung fiir das bestimmte Integral

I(f) = / () do

zu berechnen, werden vorwiegend interpolatorische Quadraturformeln eingesetzt, d.h., man ersetzt
den Integranden f durch eine stiickweise polynomiale Interpolationsfunktion und nimmt den leicht zu
berechnenden Integralwert der Interpolationsfunktion als Approximation fiir das gesuchte Integral.
Die daraus resultierende Naherungsformel ist typischerweise eine Linearkombination von Funktions-
werten f(z;), d.h. sie ist von der Form

I(f) = Zcif(xi)y a<z; <D,
wobei die Stellen z; als “Knoten” und die Koeffizienten ¢; als “Gewichte” der Integrationsformel

bezeichnet werden. Den Verfahrensfehler solcher Formeln kann man leicht durch Integration des
Interpolationsfehlers berechnen bzw. abschétzen.

Unterteilt man beispielsweise das Integrationsintervall [a, b] in n gleiche Teile der Linge h = b_Ta,

was zu einem aquidistanten Gitter mit den Gitterpunkten z; = a + th, ¢ = 0,1,...,n fiihrt, und
interpoliert man auf jedem der Teilintervalle die Daten (z;_1, f(2;-1)), (@i, f(x;)) linear (Polynomgrad
1), so entsteht die sogenannte Trapezregel

1 1
I(f) = TW(f) == h- §f(a)+f($1)+“'+f($i)+"‘+f(95n71)+§f(b) :
Interpoliert man beziiglich desselben Gitters auf den Teilintervallen

[a’ :E?]’ [172’ :L‘4]>

jeweils die Datensétze

(a, f(a)), (21, f(21)), (22, f(2)), (@, [(22)), (x5, f(23)), (2, [ (24)),

mit Polynomen 2. Grades, so ergibt sich die Simpsonregel
1

)~ Su(f) = b [ 700+ g o) 4 3 ) + 3 e) oo+ 3 nmn) + 30)]

Bei stiickweise polynomialer Interpolation mit Polynomen vom Grad 4 ergibt sich die Milneregel

MO~ M) = he | @)+ o) + 35 o) + G2 ) + o flo

45
64 64 14
b gt ek ) + 2 f0)]

o1



Ubungen zur Numerischen Mathematik, LVA 106.064 WS 2011/12

Solche Néherungsformeln, die auf #quidistanter Interpolation beruhen, heiflen Newton-Cotes-
Formeln.

Die bekanntesten auf nichtdquidistanter Interpolation basierenden Integrationsformeln sind die
GaufB-Formeln. Bei der Konstruktion dieser Formeln wahlt man die Gewichte und Knoten so, dass
Polynome moglichst hohen Grades exakt integriert werden. Diese Formeln werden beziiglich des
Standardintervalls [—1, +1] angegeben. Die ersten Gauf-Formeln lauten:

+1

(z) dx = G1(f) := 2/(0),

-1

? Flw)di ~ Gaf) = f(—%) " f(%) ,

+1
@)~ Gulf) = jf(—\@ +21(0) +gf<\/§> .

Mit G; werden Polynome bis zum Grad 1, mit G5 bis zum Grad 3 und mit G5 bis zum Grad 5 exakt
integriert.

Will man diese Formeln auf einem allgemeinen Intervall [a,b] statt auf dem Standardintervall
[—1, 4+1] verwenden, so muss man sowohl die Integrationsgewichte als auch die Knoten entsprechend
transformieren. Setzt man die Gauf-Formeln stiickweise ein, so muss man sie auf entsprechende
Teilintervalle des Integrationsintervalls transformieren.

Weitere Integrationsmethoden enstehen dadurch, dass man die Idee der Extrapolation fiir die
interpolatorischen Quadraturformeln realisiert. Die auf der Trapezregel basierende Extrapolations-
methode wird als Romberg-Integration bezeichnet. Um diese Methode herzuleiten, geht man von der
asymptotischen Fehlerentwicklung fiir den Fehler der Trapezregel aus,

b
Tu(f) = / fO)dt + c1h? + cah® + c3h® + - - + ¢, h*™ + O(R*™+2). (1)

Dabei sind die Konstanten ¢;, von h unabhéngig, im Term O(h*™"?) tritt noch eine hhere Ablei-
tung von f. Diese Darstellung des Fehlers mit der festen Lénge (die von der Glattheit von f bestimmt
wird) beschreibt sein Verhalten fiir h — 0. Man kann zeigen, dass die Trapezregel eine glatte Funk-
tion in h? ist, die klarerweise fiir h = 0 den Wert des Integrals annimt. Die Idee ist nun T},(f) durch
ein Polynom in A% (!) zu approximieren und den Wert dieses Polynomes an der Stelle h = 0 als
neue Approximation fiir den Integralwert zu nehmen. Dazu legt man gedanklich ein Polynom m-ten
Grades durch die m + 1 Wertepaare

(h%a Thl(f))? (h%a Th2(f))> T (hzm Thm(f))> (hzn—kla Thm+1(f))

durch und wertet es an der Stelle h = 0 aus. Die so erhaltene Naherung approximiert das Integral auf
dem Niveau O(h?*™*2), obwohl fiir alle T}, (f) nur O(h?) gilt. Bei der praktischen Realisierung der
Romberg-Integration stellt man das Polynom nicht wirklich auf. Es ist mit Hilfe des Neville-Schemas
moglich, seinen Wert auf der Stelle h = 0 zu berechnen, ohne das man das Polynom explizit kennt.
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Beispiel 1
Zeigen Sie, dass fiir den Verfahrensfehler der Trapezregel die folgende a-priori Abschétzung gilt:

Tu(f) — /b f(z)dr| < MhQ, fiir max |f"(z)] < Ms,

12 a<z<b

Dazu betrachten Sie zunéchst den Verahrensfehler der Trapezregel auf dem Teilintervall I; :=
(4, Tisa],

Tl = [ s = [ piwd— [ o

wobei mit P; das Polynom 1. Grades bezeichnet wird, das die Werte f(x;) und f(x;+1) interpoliert.
Weiters gilt die folgende Formel fiir den Interpolationsfehler einer Funktion f € C?[x;, x;44]:

S"(&)
2!

Pi(t) = f(t) = = (t = @)t = zip1)

fiir jedes ¢ und ein festes &;, beide in [x;, 2;41].
Um unterschiedliche Integrationsformeln beziiglich ihrer Effzienz zu vergleichen, betrachten Sie
die folgenden Testbeispiele:

1 1
1
/ edr=e—1, / e dr = — (e —1). (2)

Berechnen Sie Approximationen dieses Integrals basierend auf 5 Funktionsauswertungen
e mit der Trapezregel,
e mit der Romberg-Integration,
e mit der Milneregel,
e mit G5, siche M. Abramowitz, 1. Stegun: Handbook of Mathematical Functions,

und vergleichen Sie ihre absoluten und relativen Genauigkeiten.

Beispiel 2

Zur llustration der numerischen Faustformel

Verfahren niederer Ordnung sind effizient fiir grobe Genauigkeitsanforderungen, Verfahren hoher
Ordnung sind effizient fiir strenge Genauigkeitsanforderungen

realisieren Sie folgende numerischen Experimente:

Wihlen Sie Testbeispiele mit bekannter Losung, bei denen die Glattheit des Integranden (d. h. die
GrofBlenordnungen der Ableitungen) am ganzen Integrationsintervall nicht schwankt, sodass dquidi-
stante Gitter als sinnvoll erscheinen. Als numerische Verfahren wéhlen Sie die Trapezregel T}, (f) und
zwei Extrapolationsverfahren, T4 (f) und Tg%"(f), der Ordnungen O(h®) und O(h®). Geben Sie
eine Genauigkeitsforderung vor und priifen sie, wieviele Funktionsauswertungen bei jedem einzelnen
Verfahren notwendig sind, um das vorgegebene Genauigkeitsniveau zu erreichen. Da Sie iiber keine
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Fehlerschiatzung verfiigen, vergleichen Sie den exakten Fehler mit der vorgegebenen Genauigkeitsfor-
derung.

Experimentieren Sie auch mit weniger glatten Testbeispielen, d. h. mit Beispielen, bei denen Werte
gewisser Ableitungen von f gro8 werden, oder Unstetigkeiten von Ableitungen auftreten.

Stellen Sie den Aufwand, gemessen durch die Anzahl der Funktionsauswertungen, als Funktion
der absoluten Genauigkeit fiir die einzelnen Verfahren dar. Die drei Verfahrenskurven sollten dabei
immer gemeinsam geplottet werden, um Vergleiche zu erméglichen.

Beispiel 3

Bei der Implementierung numerischer Integrationsverfahren stattet man die oben vorgestellten
Quadraturformeln mit zahlreichen Steuerungsmafinahmen aus (Schrittweitensteuerung, Ord-
nungssteuerung, Fehlerschatzungen). Ziel solcher Mafinahmen ist es, in moglichst effizienter
Weise ein durch Toleranzparameter vorgegebenes Genauigkeitsniveau zu erreichen. Stellen Sie
anhand selbstgewéhlter Beispiele mit bekannter Losung den Toleranzparameter dem tatséchlichen
(Verfahrens-)Fehler gegeniiber. Beniitzen Sie dabei die vorhandene numerische Software (z.B. aus
MATLAB) zur Durchfithrung der Experimente.

Beispiel 4

Um zu iiberpriifen, ob ein Néherungswert fir I(f) := fab f(t)dt, den man mit Hilfe von T} (f) be-
rechnet hat, die vom Benutzer vorgeschriebene Toleranzanforderung erfiillt, benttigt man eine Feh-
lerschéitzung fiir den unbekannten Fehler T},(f) — I(f). Eine solche a-posteriori Fehlerschitzung kann
man wie folgt herleiten: Man berechnet T},(f) fiir drei verschiedene Schrittweiten, z. B. h, h/2 und
h/4, und schreibt geméafl Formel (1),

Tu(f) = I(f)+ah® +eh® + O(h°), (3a)
2 4

Tualf) = 10+’ + et +O() (30)
2 4

Tall) = 1(7) + erie + o + O(RS). (3¢)

Fiir den Fehler des genaueren Wertes Tj,/5(f) kann man durch eine entsprechende Manipulation
von (11a) und (12) eine Fehlerschétzung der Form

Tog(f) = T (f) + BT 2(f)

herleiten. Geben Sie diese Formel an.
Beschreiben Sie weiters ihre asymptotische Qualitét, d. h. geben Sie die Potenz ¢ in der folgenden
Abschétzung an:

Thyo(f) = I(f) = (@Th(f) + BTh/2(f))| < KenngréBen des Problems - h?.
Fehler Fehlersg?létzung

o4



Ubungen zur Numerischen Mathematik, LVA 106.064 WS 2011/12

Eine Fehlerschatzung fiir 7},/4(f) kann man herleiten indem man alle drei Formeln aus (11)
einbezieht. Geben Sie auch diese Formel'” an,

Topy (f) = oTh(f) + BThs2(f) +YTha(f),

und beschreiben Sie ihre asymptotische Qualitdt. Anhand selbstgewéhlter Beispiele testen Sie
die Zuverléssigkeit der obigen Schétzformel. Versuchen Sie ein Beispiel zu konstruieren, wo ihre
Fehlerschatzung versagt.

Beispiel 5

Man soll eine asymptotisch korrekte Fehlerschétzung fiir die Gauiformel G3( f) anbieten. Die Idee ist,
als Schétzung fiir den unbekannten Fehler G3(t) — fab f(t)dt die Differenz G3(f) — G5(f) zu nehmen.
Zunichst stellen Sie experimentell fest mit welcher Potenz von h der Fehler von G3(f) fir h — 0
abnimmt. Dazu machen Sie fiir die beiden Testbeispiele (2) das folgende Experiment: Unterteilen
Sie das Interval [0, 1] in dquidistante Teilintervalle der Liange h. Wenden Sie darauf stiickweise die
entsprechend transformierte Formel G3(f) an. Das Ergebnis wird mit G3(f) bezeichnet, um die
Abhéngigkeit von h anzudeuten.

Fiihren Sie die soeben beschriebene Naherungsformel fiir eine Reihe feiner werdendenden Schritt-
weiten h aus und berechnen Sie fiir jede dieser Schrittweiten den Verfahrensfehler |G3(f) — fab f(t)dt|.
Aus dem Ansatz

b
Gﬂﬂ—/]ﬁﬂ4%aﬁﬂh%&

kann man fiir jeweils zwei aufeinanderfolgende Schrittweiten eine Schitzung fiir die, von A unabhéngi-
ge, Fehlerkonstante ¢ und die Ordnung p ausrechnen.
Wir wollen eine asymptotisch korrekte Fehlerschitzung anbieten, d. h. die Potenz ¢ in

b
Gﬂﬁ—/f@ﬂ%c%ﬂh%&

b
GU) - [ Ft)dt = Gal) ~ Ga()| =

Fehlersaiétzung

FeKler

muss ¢ > p + 1 erfiillen. Uberpriifen Sie diese Abschitzung durch analoge Experimente mit den
Modelproblemem (2). Anhand selbstgewihlter Beispiele verschiedener Schwierigkeitsgrade testen
Sie die Zuverldssigkeit der soeben entwickelten Schéatzprozedur.

Beispiel 6

Implementieren Sie eine der obigen Prozeduren zur Schatzung des Diskretisierungsfehlers bei der nu-
merischen Integration und versuchen Sie eine Strategie zur Schrittweitensteuerung darauf aufzubau-
en. Eine solche Steuerung versucht mit moglich wenig Funktionsauswertungen die Toleranzforderung

|Fehlerschatzung| < ¢ - max{Tol,, Tol, |[Ndherung|}

zu erfiillen. Dabei ist 0 < ¢ < 1 ein Sicherheitsfaktor, und Tol,, Tol, die vom Beniitzer vorgegebene
Schranken fiir den absoluten und den relativen Gesamtfehler. Testen Sie Thr Programm anhand
selbstgewéhlter Beispiele. Versuchen Sie Situtionen zu finden, wo Ihr Programm versagt.

1"Hier kénnen die Koeffizienten o und 8 andere Werte haben als in der Formel fiir T,s(f).
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Projekt IV /3: Numerische Quadratur - zweidimensional

Sowohl bei Rechtecksbereichen als auch bei allgemeinen Gebieten léft sich die mehrdimensionale
Integration im Prinzip auf “verschachtelte” eindimensionale Integrationsaufgaben zuriickfiithren. Z. B.
im R? gilt:

a) Rechtecksbereich:

/ab /cdf(xla@)dﬂ?ldxz = /ab[/cdf(xl,@)d@]dxl — /:F(xl)dxl

mit F(z;) := f [y, z9)dws.

b) Allgemeines Gebiet:

W(z1) b pip(x1) b
/ / .Z'l,l'Q dl'ldl'z / [/ f(l'l,xQ)dl'z]dl'l = / F(l’l)dl'l
o(z1) a Jo(z1) a

mit F(zy) := ;/J(E:ll)) f(x1, x2)dzs. Aufgrund dieser Tatsache lassen sich sofort numerische In-

— yix)

2

i X

tegrationsformeln fiir mehrdimensionale Integrale aufstellen, indem man auf die iiblichen Ver-
fahren fiir die eindimensionale Integration zuriickgreift: Z. B. ergibt sich die “zweidimensionale
Trapezregel” gemifl

26



Ubungen zur Numerischen Mathematik, LVA 106.064 WS 2011/12

// f(@1, z9)darday = /F(xl)dxlz

MG F(@) + Fla) + ot Flon) . 3F(0) =

Q

2

1 d d d
= h(é / f(a, ZL‘Q)d?L'Q + / f(l'l’l,l'g)dl‘g + ...+ / f(l'l’yl‘g)dl‘g —+ ...

d
+ % \/C f(b, .%'Q)dl'g)

mit 71, = a+v-h,h = =% v = 0(1)n, wobei man jetzt jedes eindimensionale Integral mit der

Trapezregel berechnet:

d
/ @ ya)des ~ k(% F(@10s €+ [ (@10 21) + oo [ (@10 20) + - % @1 d))

mit o5, = c+ p-k, k=< 0= 0(1)m
Insgesamt entsteht eine Integrationsformel

(i) mit den Gewichten h - k an allen inneren Gitterpunkten (1 <v <n—-1,1<pu<m—1),

(ii) mit den Gewichten % an allen Randpunkten

(v=0ml1<pu<m-—1 oder 1<v<n-—1,u=0m;)

(iii) mit den Gewichten 2 an den 4 Eckpunkten

(v=0,u=0v=0p=m;v=n,u=0;v=n,u=m).

Auch Verfahrensfehlerabschiatzungen lassen sich sofort auf die bekannten Abschéatzungen
im eindimensionalen Fall zuriickfithren: der Verfahrensfehler der “inneren” Integration
a8t sich als Datenfehler fiir die “duflere” Integration interpretieren. Die Ideen fiir die
Steuerungsmafnahmen (Schrittweitensteuerung, Abbruchkriterium, u.s.w.) fiir den eindi-
mensionalen Fall lassen sich ebenfalls in natiirlicher Weise auf den mehrdimensionalen Fall
iibertragen.

e Teilprojekt 1:

(i) Formulieren Sie die Trapezregel fiir n-dimensionale Integrale iiber Rechtecksbereiche.

(ii) Formulieren Sie einige Newton-Cotes Formeln fiir zweidimensionale Integrale iiber Recht-
ecksbereiche.

(ili) Geben Sie fiir die in (i) und (ii) entwickelten Integrationsmethoden Verfahrensfehlerschran-
ken an.

(iv) Formulieren Sie (basierend auf eigenen Uberlegungen und unter zuhilfenahme der ein-
schldgigen numerischen Literatur) sinnvolle Steuerungsmafnahmen fiir die in (ii) ent-
wickelten Verfahren.
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(v) Schreiben Sie ein Programm, das auf den in (ii) entwickelten Verfahren basiert (ev. mit
Steuerungsmafnahmen) und testen Sie es anhand von selbstkonstruierten Testbeispielen.
e Teilprojekt 2:
Wie Teilprojekt 1 (ohne (i)), aber statt auf den Newton-Cotes Formeln auf Gauf-Formeln
beruhend.
e Teilprojekt 3:
Wie Teilprojekt 1, aber auf der Trapezsummenextrapolation basierend. In diesem Fall soll auch
auf die Verfahrensfehlerabschétzungen verzichtet werden.
e Teilprojekt 4:
(i) Entwickeln Sie ein Verfahren zur zweidimensionaler Integration tiber krummlinige Berei-
che.
(ii) Geben Sie eine Verfahrensfehlerschranke an.
(iii) Uberlegen Sie sinnvolle Steuerungsmafnahmen.

(iv) Programmieren Sie Ihr Verfahren und testen Sie es.

e Teilprojekt 5:

Testen Sie die in den Programmbibliotheken vorhandene Software fiir mehrdimensionale Inte-
gration. Ziehen Sie bei den Experimenten auch hochdimensionale Integrale auf Rechtecksberei-
chen und auf krummlinigen Bereichen heran.
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Projekt IV /4: Nichtlineare Modelle - Version 1

e Teilprojekt 1:
Untersuchen Sie experimentell mit Software aus den Programmbibliotheken die Konvergenzei-
genschaften von Verfahren zur Losung von Nullstellenproblemen der Form F(x) =0, F' : R* —
R". Zu diesem Zweck konstruieren Sie Testbeispiele mit bekannter Losung x*. Variieren Sie die
Schwierigkeit der Testbeispiele, indem Sie

(i) die Dimension n variieren (n = 2 oder 3, bzw. n ~ 10),

(ii) F mehr oder weniger glatt wihlen (F hat moderate Ableitungen oder gewisse Ableitungen
von F' werden grofl oder existieren nicht),

(iii) den Separiertheitsgrad der Nullstelle z* variieren (es gibt eine nicht zu kleine Umgebung
von x* mit keiner weiteren Nullstelle, oder es gibt weitere Nullstellen von F' sehr nahe an
x*, oder x* ist eine mehrfache Nullstelle).

Bei zweidimensionalen Testbeispielen zeichnen Sie die Einzugsbereiche der Nullstelle z*. In
héherdimensionalen Fillen, wo die experimentelle Gewinnung der Einzugsbereiche zu aufwendig
wire, geben Sie einen Eindruck vom Konvergenzverhalten, indem Sie einige von x* weggehende
Richtungen auswéhlen, und priifen wie weit Sie in diese Richtungen gehen koénnen bis die
Konvergenz ausbleibt.

e Teilprojekt 2:
Bekanntlich besitzt das geddmpfte Newton-Verfahren bessere Konvergenzeigenschaften als
das reine Newton-Verfahren, d.h. der Einzugsbereich einer Nullstelle sollte beim geddmpften
Newton-Verfahren grofier sein.

(i) Geben Sie aufgrund des Vorlesungsskriptums und unter Heranziehung der einschlagigen
numerischen Literatur einen Uberblick iiber die unterschiedlichen algorithmischen Vari-
anten des gedampften Newton-Verfahrens und iiber die theoretischen Aussagen, die deren
bessere Konvergenzeigenschaften sicherstellen sollen. Untersuchen Sie die Skalierungsinva-
rianz des reinen Newton-Verfahrens und des gedampften Newton-Verfahrens nach Vorska-
lierung mit der Inversen der lokalen Jacobi-Matrix (im Gegensatz zum nichtvorskalierten
geddmpften Newton-Verfahren).

(ii) Programmieren Sie das reine und eine Variante des geddmpften Newton-Verfahrens (mit
Vorskalierung).

(iii) Vergleichen Sie die Einzugsbereiche dieser beiden Varianten. Ziehen Sie dazu auch die
Beispiele aus Teilprojekt 1 heran.

e Teilprojekt 3:
Konstruieren Sie Testbeispiele der Form F(z) = 0 und betrachten Sie Umskalierungen dieser
Nullstellenprobleme vom Typ AF(z) = 0 mit verschiedenen Matrizen A (Koeffizienten von A
grof} oder klein, A gut oder schlecht konditioniert, etc.). Testen Sie, ob sich bei Verwendung der
Nullstellenprogramme aus den Bibliotheken Einzugsbereiche von der Nullstelle z* einstellen,
die i.w. invariant beziiglich solcher Umskalierungen sind.
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e Teilprojekt 4:
Polynome P, (z) vom Grad n mit den reellen Nullstellen xy, ..., z, konnen gemifl

Bu(x) = (v — 2)(x — x3) -+ (2 — @)
dargestellt werden. Schreibt man dasselbe Polynom in der Standardschreibweise
Pu(z) =a2" —cia™ 4 -+ (=1) "¢y, (1)

so gelten bekanntlich folgende Beziehungen:

G = T1+x2+ -+ Ty,

Ca = Tl +T1T3+ -+ X1y + -+ + Tp_1Tn,

C3 = T1T2T3 + T1T2%y + +++ + Tp—2Tp—_1Tn, (2)
Ch = T1T92-"°"Tp.

Konstruieren Sie Testbeispiele durch Vorgabe der Nullstellen. Kritische Félle ergeben sich
durch Wahl mehrfacher Nullstellen bzw. durch nahe zusammen liegende Nullstellen.

Es gibt u.a. folgende Moglichkeiten die Nullstellen von P, numerisch zu berechnen:

(i) Die einzelnen Nullstellen werden nach und nach mit dem skalaren Newton-Verfahren be-
rechnet und anschlieflend abdividiert.

(ii) Die Nullstellen werden simultan, durch Losen von (2) mit dem Newton-Verfahren fiir ein
System nichtlinearer Gleichungen bestimmt.

Vergleichen Sie diese beiden Méglichkeiten, vor allem hinsichtlich ihrer numerischen Stablititét
in kritischen Féllen, indem Sie beide Varianten selbst programmieren und anhand von Test-
beipielen unterschiedlichen Schwierigkeitsgrades testen. Vergleichen Sie Thre Programme auch
mit numerischer Software zur Ermittlung von polynomialen Nullstellen bzw. zur Losung des
nichtlinearen Gleichungssystems (2).

e Teilprojekt 5:

Beim reinen Newton-Verfahren wird bekanntlich die Jacobi-Matrix in jedem Schritt neuerlich
ausgewertet. Da einerseits das Aufstellen der Jacobi-Matrix, d.h. das Berechnen sédmtlicher
partieller Ableitungen und deren Eingabe als Funktionsprozedur unbequem ist und es ande-
rerseits rechenaufwendig ist, bei der Neuauswertung der Jacobi-Matrix in jedem Schritt eine
neuerliche Dreieckszerlegung durchzufiihren, gibt es auch Varianten des Newton-Verfahrens,
bei denen die Jacobi-Matrix durch numerische Differentiation ndherungsweise berechnet wird
und (oder) iiber mehrere (alle) Newton-Schritte eingefroren bleibt (was einige Dreieckszerle-
gungen erspart).

Uberlegen Sie sinnvolle Steuermafnahmen der eben beschriebenen Varianten des Newtonver-
fahrens z.B.: Wie soll die numerische Differentiation zu Berechnung der partiellen Ableitungen
realisiert werden? Kann man mit ausreichender Genauigkeit numerische Approximationen die-
ser Ableitungen berechnen, die ausschlieflich auf Funktionsauswertungen F(x;), 7 =0,1,2,...
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beruhen (wobei mit z;, die Folge der N#herungsvektoren bezeichnet wird, die das Newton-
Verfahren liefert) oder sind fiir die numerische Differentiation zusétzliche Funktionsauswertun-
gen notig? Sind a-posteriori Fehlerschiatzungen bez. der numerischen Differentiation von Auf-
wand und allfalligem Nutzen her vertretbar? Versuchen Sie dhnliche Fragestellungen — nicht
nur bez. der numerischen Differentiation, sondern auch bez. allfdlligen Einfrierens der Jacobi-
Matrix — zu formulieren und suchen Sie nach plausiblen Antworten! Was finden Sie zu dieser
Thematik in der numerischen Literatur? Realisieren Sie — als Ergebnis Ihrer Uberlegungen —
eine Variante des Newton-Verfahrens mit numerisch ndherungsweiser Berechnung der Jacobi-
Matrix und ihrem (teilweise) Einfrieren und iiberpriifen Sie anhand selbstgewéihlter Beispiele
die Zweckméfigkeit Threr Variante. Programmieren Sie auch das Standard Newton-Verfahren
und vergleichen Sie Thre Routine damit. Was finden Sie beziiglich vereinfachter Varianten des
Newton-Verfahrens in den Programmbibliotheken? Gibt die Dokumentation ausreichende In-
formationon iiber den Ablauf und die Steuerung dieser Varianten?
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Projekt IV /5: Nichtlineare Modelle - Version 2

e Teilprojekt 1. Das folgende skalare Randwertproblem fiir eine gewohnliche Differentialgleichung
zweiter Ordnung,

y'(t) = ft,y(t), tE€lab], (1a)
y(a) =a, y(b) =B, (1b)
soll numerisch moglichst effizient gelost werden. Dazu wird zunéchst ein equidistantes Gitter
Ay ={t;i=a+1ih,i=0,1,...,N, h=(b—a)/N}

eingefiihrt und die obige Gleichung wie folgt diskretisiert. Sei y; ~ y(t;), dann lautet das diskrete
Schema fiir den unbekannten Vektor Y}, := (y1,%2,...,yn-_1)7,

i1 — 2Yi + Vi1

Y .
Fh(Yh)i = h2 _f(tzayz) :O, 1= 1,2,...,N— 1, (2&)
Yo=0o, yn=17p. (2b)
Schreiben Sie dieses Schema in Form eines nichtlinearen Gleichungssystems fiir Y}, um,
Fn,(Yy) =0. (3)

Dieses System wird mit Hilfe des Newton Verfahrens gelost. Dazu linearisieren Sie (3) und
leiten Sie die Gestalt der Koeffizientenmatrix L; in dem sich aus der Linearisierung ergebenden
linearen Gleichungssystem. Dazu nehmen Sie an, dass die aktuelle Niherung fiir Y;, mit Y/*
gegeben ist.

8

Beweisen Sie: Fiir entsprechend kleine Schrittweite h, und fiir f, > 0, bzw. fiir |f,| < k < a2

ist die Matrix Lj, invertierbar und fiir ihre Inverse gilt,
(b—a)?
e fy >0,

8 7
125 Hloo <
P —— fl v <o

57—k

(4)

—a)
Implementieren Sie die im Skriptum vorgeschlagene Variante des Newton Verfahren, um den
Vektor Y}, zu berechnen und testen Sie Thr Programm an Beispielen mit bekannten Losungen.
Speziell, verkleinern Sie die Schrittweite koh&rent so lange bis die fiir den absolution Fehler
vorgeschriebene Toleranz erreicht wurde. Stellen Sie fiir verschiedene Testbeispiele die erreichte
Genauigkeit dem Aufwand gegeniiber. Testen Sie insbesondere die unten stehenden Randwert-

probleme:
y"(t) = psinh(ut), 0<t <1, (ba)
y(0)=0, y(1)=1, (5b)
und
" o _35y(t)
y'(t) = Gt e —0.1 <t <0.1, (6a)
y(—01) =2 o= (61)

Ve +0.01 Ve+0.01

fiir grofl werdende Werte von i und klein werdende Werte von €, und verschiedene Toleranzen.
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e Teilprojekt 2. Fiir das im Teilprojekt 1 vorgestellte numerische Schema, beobachten sie die Ord-
nung des Verfahrens fiir h — 0. Konstruieren Sie dazu Testbeispiele, mit verschieden schwieri-
gen Losungen. Losen Sie zunéchst das System (2) auf dem Gitter Ay, , anschliessend, auf dem
Gitter Ap,. Aus dem Ansatz

ly(Ap) — Yilloo = ch?,  h — 0,

wobei y(Ar) = (y(t),y(t2), ..., y(tn-1))T, ¢ # c(h) und p > 0, schéitzen Sie die Werte von ¢
und p fiir h — 0. Experimentieren Sie auch mit weniger glatten Losungen, d. h. mit Beispielen,
bei denen hohere Ableitungen der Losung groB werden. Der Nachteil, der in (2) beschrieben
Verfahrens ist seine niedrige Ordnung. Im Falle von entsprechend glatten Daten, kann man fiir
den globalen Fehler der Diskretizierung (2) die folgende Fehlerdarstellung, die asymptotische
Fehlerentwicklung zeigen:

Yi — y(tz) = h2€1(tz‘) + h4€2(tz‘) + h6€3(ti) + ...+ O(h2k), h — 0, (7)

mit glatten, von h unabhéngigen Funktionen e;(¢). Nutzen Sie diese strukturelle Eigenschaft,
um mit Hilfe der Extrapolationsidee Verfahren 4. und 6. Ordnung zu entwickeln. Fiir alle drei
Verfahren plotten Sie Graphen, wo die erreichte Genauigkeit dem Aufwand gegeniiber gestellt
wird. Welche Erkentnisse folgen aus diesen Vergleichen?

Nun wollen wir die von Thnen beobachtete Ordnung des Schemas (2), im linearen Fall, f(t,y) =
f(t), beweisen. Dazu nehmen wir an, dass (1) eine Losung hat. Zeigen Sie zuerst die Konsistenz
des Verfahrens, d.h. die Eigenschaft

[1Fn(y(An)llee = O(RT),  h = 0. (8)

Welche Potenz g erhalten Sie? Was miissen Sie voraussetzen, um (8) zu beweisen?
Jetzt zeigen Sie, die Stabilitdt des Schemas: Die Abschétzung

1V = Yilloe < SIFW(Y)) — Fu(Yy) [l (9)

gilt mit einer Konstanten S # S(h) (fiir h klein genug). Kombinieren Sie diese beiden Eigen-
schafen, um zu zeigen, dass

Yn = y(An)llee = O(hY),  h — 0. (10)
e Teilprojekt 3. Es gibt zwei Hauptprinzipien, um die a-posteriori Fehlerschdtung durchzufiihren.
Das erste Prinzip basiert auf der Halbierung der Schrittweite. Eine solche a-posteriori Feh-

lerschiatzung kann man wie folgt herleiten: Man berechnet Y}, fiir zwei verschiedene Schrittwei-
ten, z. B. h und h/2 und schreibt gemaf Formel (7),

Yt = y(t;) + ei(t;)h* + O(RY), (11a)

= ) et (5) + o) (111)

Fiir den Fehler des genaueren Wertes ylh /? kann man durch eine entsprechende Manipulation
von (11a) und (12) eine Fehlerschitzung der Form
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« h
v = ayl + Byl

herleiten. Geben Sie diese so Formel an, dass in der folgenden Abschétzung,

%

h/2
Ui :

—y(t) — (ayl + py’?) | < KenngréBen des Problems - h?,

i (. J

Fehler Fehlersgiléitzung

qg=42>p+1 gilt. In diesem Fall nennt man die Fehlerschétzung asymptotisch korrekt.

Die zweite Idee basiert auf dem Vergleich von Losungen, die mit Verfahren verschiedenener

Ordnungen errechnet wurden. Nehmen wir, dass wir auf dem Gitter A, zwei Losungen errechnet
haben, Y;! und Y},

yb o= yt) +elt)h? +O(), r=p+l, (12a)
v, = ylt) + et +O0(h?), r>g+1, (12b)

mit p < q. Wir wollen eine asymptotisch korrekte Fehlerschédtzung anbieten, d. h. die Potenz ¢

in
yi —y(t) —  Wi-v) | =|vi - yt)| = bl h =0,
—— ——
Fehler Fehlerschatzung

muss ¢ > p + 1 erfiillen. Identifizieren Sie Y;! mit dem Schema (2) der Ordnung p = 2 und Y}?
mit dem Schema nach dem ersten Extrapolationsschritt, der Ordnung ¢ = 4 und Uberpriifen
Sie experimentell die obige Abschétzung.

Anhand selbstgewihlter Beispiele verschiedener Schwierigkeitsgrade testen Sie die Zuverldssig-
keit der soeben entwickelten Schétzprozeduren.

e Telprojekt 4. In diesem Teilprojekt geht es um die numerische Lésung von Systemen nichtli-
nearer gewohnlicher Differentialgleichungen der Form (Anfangwertaufgabe),

y'(t) = f(tyt), telab], yla)=a (13)

wobei f : [a,b] x R" — R" und o € R™ gegeben sind. Die numerischen N#herungen y; fiir die
Werte der exakten Losung y(t;), werden auf dem equidistanten Gitter,

Ah = {ti:a—i—ih,z’:O,l,...,N, h:(b_a>/N}

bereitgestellt. Dabei betrachten wir die folgenden Einschrittverfahren:
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Xy =y + han f(m, X1) + arnf (72, Xo) + - - - + ars f (75, X5)),
Xy i=yi1 + hlag f(m1, X1) + age f(19, Xa)) + -+ + ags f (75, X5),

XS = Yi—1 + h(aslf(TlaXl) -+ asgf(TQ,XQ)) + -+ assf(Tsa Xs)a (14>
Yi = Yio1 + h(b1f(m1, Xu) + bof (72, X2)) + -+ + b f (75, X),
’izl,...,N, Yo =

wobel 7, = t;_1 + ¢h, k= 1,2,...,s. Ist die Matrix A = (a;5), ¢,j = 1,2,...,s und die
Vektoren b = (by,by,...,bs)"7 und ¢ = (c1,co,...,c5)T gegeben, so stellt (14) eine Vorschrift
dar, wie man ausgehend von der Nidherungslosung (¢;_1,y;—1) zur Néaherungslosung (t;, ;)
gelangt. Dabei heiflen die Vektoren X} die Stufen des Verfahrens.

Fiir die Experimente wihlen wir die folgenden drei Verfahren:

Verfahren 1: Implizites Euler Verfahren, Ordnung 1:

%—f(ti,yi):o, i=1,....,N, y=a. (15)

Das Verfahren entspricht den Daten s = 1, A = (1), ¢ = (1), b = (1), und kann in der
Konvention von (14) formal, als folgendes Schema geschrieben werden:

X1 =y +hft, Xq)

Yi = Y1+ hf(ti, Xi) (16)
izla"'aNa Yo = @, (17)

Verfahren 2: Explizites Runge-Kutta Verfahren, Ordnung 4:

(18)

O O = O
o v O O
_ o O O
o O o O
S
I
Q= W= W= O
o
Il
— - O

Verfahren 3: Implizites Gaufl Verfahren, Ordnung 4:

AZ(%@% %_fﬁ) =(1) :<1£) )

Implementieren Sie alle drei Verfahren und testen Sie ihre Zuverléssigkeit und Effizienz anhand
von selbestgewéhlten Beispielen mit bekannten Losungen. Dazu verfeinern Sie h so lange, bis
die fiir den absoluten Fehler der Losung vorgeschriebene Toleranz erfiillt ist,

N N[

lyn —y()]|looc < TOL.
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Bereiten Sie die Egebnisse graphisch auf, indem Sie die erreichte Genauigkeit mit dem Aufwand
(die Anzahl der Auswertungen des Vektors f) vergleichen. Was beobachten Sie?
Testen Sie insbesondere das Prothero-Robinson Problem,

y'(t) = Aly() —g() +¢'(t),  y(a) = g(a).

Dabei sei A eine Diagonalmatrix, A = diag(A A2...\,) bzw. sei A diagonalisierbar mit den
Eigenwerten \;. Lassen Sie Ay grofl und negativ werden.
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