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Aufgabe 4*. Zu einer gegebenen Matrix A € R™*™ existieren eine orthogonale Matrix @ €
R™ ™ und eine obere Block-Dreiecksmatrix R € R"*"™,
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sodass die folgenden Aussagen gelten:

R=QTAQ.

Es gilt entweder R; € R oder R; € R?*2.

Ist R; € R, so ist R; Eigenwert von A.

Ist R; € R2*2 so hat R; zwei komplex konjugierte Eigenwerte M\ A € C\R, die auch
Eigenwerte von A sind.

Diese Faktorisierung von A bezeichnet man als reelle Schur-Faktorisierung.

Hinweis. Die folgenden Hinweise geben die Beweisstruktur und sind schrittweise zu beweisen:

e Der Beweis wird mittels Induktion nach n gefiihrt.

e Im Induktionsschritt hat A entweder nur reelle Eigenwerte, oder mindestens einen komplexen Ei-
genwert A = a + 8 mit «, € R, 5 # 0. (Der erste Fall ist in Aufgabe 1 schon bewiesen.)

e Sei v = x + 1y ein Eigenvektor zu A mit =,y € R™. Dann sind z, y linear unabhéingig iiber R.

o Mit der Matrix Ry = ( 9 und der Matrix X — [z y] € R"*2 gilt AX = XR,.

e Wihle eine OrthonormaTbasisa uy,us € R™ von span{x,y}, erginze zu einer Orthonormalbasis
uq,...,u, € R" und definiere die zugehorige orthogonale Matrix U € R™*". Nun betrachte Q7 AQ.

Aufgabe 5*. Zu gegebenen A € K™*" und x € K" ist ein Skalar 1 € K mit

|[Az — pzx||2 = min || Az — vz||2
vekK

zu finden. Man zeige, dass dieses Minimum eindeutig im Rayleigh-Quotienten p = - Ax/|z||3
angenommen wird.

Aufgabe 6. Die n Eigenwerte A1, ..., A, einer selbstadjungierten Matrix A € K"*" sind reell.
Gilt Ay > Ao > --- > )\, so folgt die Variationsformulierung

x- Ax . x-Ax .. .
Aj = max min ——-- = min max —— firj=1,...,n.
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Hinweis. Man arbeitet mit Basisdarstellungen von x beziiglich einer Orthonormalbasis von K" aus
Eigenvektoren zu A. Man zeigt jeweils Gleichheit zu A;, indem man beide Ungleichungen iiberpriift.

Aufgabe 7. Fiir Unterrdume V, W < K" definieren wir

1, fiir dimV # dim W

d(V,W) := o =wlz i Gim v = dimw,
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vgl. Definition 1.20. und Satz 1.31. Man zeige, dass d eine Metrik auf der Menge der Unterrdume
von K" ist. Ferner zeige man im Fall dim V' = dim W die folgenden Aussagen:

(i) d(V,W) = ||l IIy||2, wobei Iy, I}, die Orthogonalprojektionen auf V' und W+ sind.
(i) d(V,W) = d(V+,wh).
(iii) Aus V NW+ = {0} folgt d(V, W) < 1.

Hinweis. (i) Die Orthogonalprojektion Ty auf W 16st zu gegebenem v € K™ das Bestapproximations-
problem ||v — Iy v||2 = infyew ||[v —wl2, und es gilt Iy« = id — Iyy. (ii) folgt aus (i), (iii) folgt mittels
Kompaktheitsschluss.

Programmieraufgabe 2. Man schreibe eine MATLAB-Funktion output = jacobi(A,eps),
die fiir eine symmetrische Matrix A € R™*™ das Jacobi-Verfahren durchfiihrt. Dabei ist in jedem
Schritt das jeweils grofite Offdiagonal-Element aj;, zu eliminieren (vgl. Algorithmus 1.13 sowie
Satz 1.14). Die Jacobi-Iteration wird beendet, wenn off (4y) < e gilt. Als Ergebnis liefere die
Funktion die Folge der Diagonalen von Ay, d.h. output(:,ell) = diag(A,). Die Dimension
size(output,?2) ist somit gerade die Anzahl an Iterationen. Die Matrix A wird im Programm
selbstversténdlich sukzessive {iberschrieben.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben (mit Stern) bis spétestens Dienstag 21.03.2005, 12:00 Uhr, im Se-
kretariat von Frau Kovalj (4. Stock, griin). Abgabe der Programmieraufgabe bis spitestens Mittwoch
22.03.2005, 12:00 Uhr, per Mail an dirk.praetorius@tuwien.ac.at (Betreff: Numerik UE Matlab). Die
miindlichen Aufgaben sind zur Ubung am 22.03.2005 vorzubereiten.



