Ubungen zu Numerik von Differentialgleichungen, LVA 106.065 SS 2008

Serie 9

Abgabe: bis Mo, 26.5.08, 12 Uhr bei Frau Kovalj
9.1. (Programmieraufgabe 9.1) Schreiben Sie eine MATLAB-Routine
[y, errs] = simple_shooting(n, s)

welches das Randwertproblem

3
y' = §y2, y(0)=4, y(1)=1

mit dem einfachen Schieflverfahren 16st. Hierbei soll n die Anzahl Newtonschritte sein, und der
Riickgabewert y soll der Funktionswert bei t = 1/2 sein. Der Parameter s ist der Startwert fiir
das Newtonverfahren (d.h. eine erste Approximation an y'(0)). Der Vektor errs hat die Lénge

n und enthélt die Fehler des Newtonverfahren. Genauer: errs(i) = |y(1) — y](\zf)\ =1- yj(\i,)],
wobei y](\l,) die Approximation an y(1) ist, die im i-ten Newtonschritt erzielt wird. Verwenden Sie
als Anfangswertproblemloser die MATLAB-Routine ode45. Schreiben Sie wie in der Vorlesung

die ODE zweiter Ordnung als ein System erster Ordnung.

9.2. Sei A: R — R" eine glatte Funktion. Betrachten Sie die ODE

y' =At)y,
a) Zeigen Sie: es gibt n Funktionen y,...,y,, die Losungen der ODE sind und linear un-
abhéngig sind.
b) Zeigen Sie: Seien yq, ..., y, linear unabhéingige Losungen der ODE. Dann ist die matrix-

wertige Funktion Y (t) = (y1(¢),...,yn(t)) fir jedes t € R invertierbar.

c) Zeigen Sie, daB fiir g € C(R) jede Losung y von vy — A(t)y = g die Form y(t) = Y (t)c +
Y(t) fj Y ~1(7)g(7) dr fiir beliebig gewihltes a € R und geeignetes ¢ € R” hat.

9.3. (schriftlich) (1D Maximumprinzip und Stabilitéit) Betrachten Sie den Differentialoperator
Lu := —(a(z)u') + b(z)u/,

wobei a, b € C(R). Sei Q = (0,1), und sei a > ag > 0. Zeigen Sie, daf} es eine Konstante
C > 0 gibt, so daB fiir jedes u € C%(Q) N C(Q) gilt:

[ull ey < max{lu(0)], [u(D)[} + Cl[Lull o)

9.4. Betrachten Sie fiir glatte Koeffizienten a, b, ¢ den Differentialoperator
Lu = —a(z)u” + b(z)u' + c(x)u. (1)

Auf © sei ein Gitter definiert mit Knoten z; = ih, i =0,..., N fiir h = 1/N. Definieren Sie fiir

Gitterfunktionen uy, = (u;)Y, die Operatoren Dy, D, durch

Uj41 — Uj
h )

und die “symmetrische” Diskretisierung L; durch

U; — Uj—1

(D;fu); = (D}, u); := P i=1,...,N—1.

(Lhuh)i = a(xl)(D;D;{uh)l + b(l‘l)% ((D;i—uh)l + (D;uh)l) + C(:L'Z')’LLZ', i1=1,....,N — 1.



a) Zeigen Sie, dal diese Diskretisierung Konsistenzordnung 2 hat. Genauer: Fiir u € C*4(Q)
(und, wie in der VO u" := [u], definiert durch (u"); = u(z;) fir i = 0,..., N) gilt

max |(Lpu™); — (Lu)(z;)| < Ch2. (2)

i=1,..N—

b) Wie sieht die Abschitzung in (2) aus, wenn lediglich u € C3(2)?

9.5. Betrachten Sie in Aufg. 4 den Fall ¢ = 0.

a) Zeigen Sie das folgende diskrete Maximumprinzip: Sei h so klein, daf
1
a(z;) £ §hb(:17i) >0 vie {0,...,N}. (3)

Dann gilt fiir alle Gitterfunktionen wy:

(Lpup)i <0 Vie{l,...,N -1} = max u; < max{ug, un}.

i=0,...,
b) Zeigen Sie die Existenz einer Gitterfunktion ¢, mit folgenden Eigenschaften:

on =0
Lppn < -1
lenlloo < C fiir ein C' > 0 unabhéngig von h.

Hinweis: betrachten Sie die Funktion e fiir geeignetes A > 0.

9.6. (Fortsetzung von Aufg. 5)

a) Zeigen Sie, unter der Voraussetzung (3) daf fiir ein C' > 0 unabhingig von h fiir alle
Gitterfunktionen u” gilt:

lu"loo < max{fug], [uf|} + CllLnu’ o

SchlieBen Sie, daB fiir jeden Vektor f € RV~ und alle winks; Urechts € R das lineare
Gleichungssystem: finde (u")Y,, so daf

h : h h
(Lhu )z = fi, 1= 17 cee ,N - 17 Uy = Ulinks, UpN = Urechts
eine eindeutige Losung hat und zudem

I lloo < Cmax{|winks|, [wrecnts|, |1 flloc}

gilt fiir ein C' > 0 unabhéngig von h.
b) Betrachten Sie das Randwertproblem: finde u € C?(2) N C(), so daB

Lu=f auf Q, u(0) =u(1) =0.

fiir ein glattes f € C2(QQ). Zeigen Sie, daB fiir die Diskretisierung aus Aufg. 4 die Fehler-
abschétzung

h 2
m N _ull < Ch
i:O,a..}fN [uli) —ui| <

gilt. Welche Konvergenz liefern Thre Abschitzungen, wenn f € C1(Q)?

Abgabe der als schriftlich gekennzeichnete Aufgaben: bei Frau Kovalj (4. Stock, griiner Turm) bis zum o.a. Termin



