Ubungen zu Numerik von Differentialgleichungen, LVA 106.065 SS 2008

Serie 12
Abgabe: bis Fr., 13.6.08, 12 Uhr bei Frau Kovalj

12.1. (schriftlich) Analog zum 1D Fall gilt: eine (global) stetige Funktion, die stiickweise glatt
ist, ist in H'. Zeigen Sie folgenden Spezialfall: Sei = (—1,1) x (0,1) und 1 = (—1,0) x (0,1)
sowie Qg = (0,1) x (0,1). Sei u € C(Q) mit u|g, € C1 () fiiri € {1,2}. Zeigen Sie: u € HY(Q).

12.2. Sei Q C (0, L)? C R? ein beschriinktes Gebiet. Zeigen Sie:
lull2(@) < 2Lfulpie)  Vu € CF°(D).
Schlielen Sie:

lulgi) < llullgie) £ VI+4Lulgg)  Yu e C5o(Q).

12.3. (Programmieraufgabe 12.3) Schreiben Sie ein MATLAB-Programm mit der Signatur
[A,1] = FEM_1D(x, £)

welches die Steifigkeitsmatrix A und den Lastvektor 1 fiir das Problem

" =f aufQ, ulpn =0
bestimmt. Sie konnen annehmen, daf§ der Vektor = = (zg,...,zn) geordnet ist (d.h. zo <
ry < ... < xy);esist Q = (xg,xn). [ soll ein function handle auf eine Funktion sein. Die

FEM-Diskretisierung soll mit den klassischen stiickweise linearen Ansatzfunktionen realisiert
werden. Approximieren Sie die Integrale auf dem Referenzelement, die bei der Bestimmung des
Lastvektors auftreten, mit der Mittelpunktsregel. Verwenden Sie ein geeignetes sparse Format
fiir die Matrix A. Sie diirfen voraussetzen, daf§ length(z) > 3.

12.4. Betrachten Sie das Randwertproblem
—u" 4+ e(z)u=f aufQ, ulpg = 0. (1)

Sei ¢ > 0 und ¢ € C(Q). Eine schwache Losung u € H}() ist definiert als die Losung der
Aufgabe:
Finde u € H}(Q) s.d. a(u,v) =1(v) Yo € HY (),

wobei a(u,v) = [ u'v" + c(z)uv.

a) Zeigen Sierist f € C (€2) und erfiillt eine schwache Losung die Regularititsvoraussetzung
u € C*(Q) N C(NQ), so ist u eine klassische Losung.

b) Die klassische FEM fiir das RWP (1) fiihrt wieder auf ein LGS der Form Au = L
Formulieren Sie den Algorithmus zum Aufstellen von A und 1. Zeigen Sie, dall A SPD
ist.

c) Zeigen Sie, daf die Steifigkeitsmatrix A symmetrisch positiv definit ist.

12.5. (Monotone Konvergenz der FEM in der Energie) Betrachten Sie a(u,v) = [, v/v auf H} ().
Seien Vy C Vyr C HY(Q) zwei Unterrdume. Es gelte fiir u € H}(Q) und uy € Vi, uns € Viyr:

a(u,v) =1(v) Yve HYHRQ), a(un,v) =1(v) Vv e Vy, a(unr,v) =1(v) Yve Vi



a) Zeigen Sie:
alu —un,u—un) = |u— uN/|§{1(Q) <|u-— uNﬁ{l(Q) =a(u—un,u—uy).

b) Zeigen Sie:
a(u,u) — a(uy,un) = a(u — uy,u —uy).
c) Sei{p;|i=1,...,N} eine Basis von Vy und A € RV*N 1€ R¥ die Steifigkeitsmatrix

bzw. der Lastvektor. Zeigen Sie: fiir die FEM-Approximation uy € Vi gilt: a(uy,uy) =
T
u'l

12.6. In Aufg. 3 wurde der Lastvektor nicht exakt ausgewertet, sondern durch numerische Qua-
dratur approximiert. Es soll nun gezeigt werden, daf3 dieser “Fehler” nur einen weiteren Fehler
O(h) erzeugt. Sei a(u,v) = [ou'v' und sei fir f € C*(Q) die Linearform ! definiert durch
l(v) = [ fv. Definiert man fiir ein Gitter 7 den Operator Iy : C(Q) — S%7T) = {u €
L2(Q) |u|x = konstant VK € T} durch

(Iow)|k = w(mg), mp = Schwerpunkt von K,

so erfiillen die “exakte” FEM Losung uy € S3(7) aus Aufg. 3 und die numerisch realisierte
uy € S§(7) die Gleichungen

a(uy,v) =1(v) Yve SyT), a(in,v) = 1(v) := /QIO(fv) Yo € SA(T).

a) Zeigen Sie:

fuy — - 1(v) = 1(v)]
N —Un|m@) £ sup ———.
vesi(ry vl

b) Zeigen Sie: falls h = maxgei hx (mit hx = diam K), so ist

wp 10 = 1< )
veESH(T) ’U’Hl

< th 159N e

Hinweis: Nutzen Sie aus, daf fiir jedes v € S§(Q) und K € 7 gilt: v|x € P;.

12.7. (Aubin-Nitsche Trick) Sei wieder a(u,v) = [, u'v". Sei uy € S§(T) die FEM-Approximation.
Definieren Sie den Fehler e := u — uy € H(Q2). Ziel ist zu zeigen:

lellLz) < Chllellp (), (2)
d.h. der Fehler gemessen in L? ist eine h-Potenz besser als der Fehler gemessen in H'.

a) Definieren Sie v als (klassische) Losung von
—" =e aufQ, Plaa = 0.

Dann gilt:
aw)= e e H®), 11—l o) < Chllele
Q

b) Zeigen Sie die Abschitzung (2). Hinweis: Uberlegen Sie sich, daf$ [e]|?, @ = = a(e,v) gilt.

Abgabe der als schriftlich gekennzeichnete Aufgaben: bei Frau Kovalj (4. Stock, griiner Turm) bis zum o.a. Termin



