Ubungen zu Numerik von Differentialgleichungen, LVA 106.065 SS 2008

Serie 1

1.1. a) Sei G C RxR"offen und f € C(G,R™). Die Funktion f erfiille eine einseitige Lipschitz-
bedingung mit Lipschitzkonstante L € R, d.h.

(fty) = flt.2)y—2)2 < Ly—2zy—2z)2  VY(ty),(tz2) €G.
Zeigen Sie folgende Aussage iiber die stetige Abhéngigkeit von den Anfangsdaten: Sei
J C R ein offenes Intervall mit [to,7] C J und seien y, z € C'(J,R") Losung der
Differentialgleichung, d.h.

y'(t) = f(t,y(t)), und  Z(t) = f(t,2(t))  Vte
Dann gilt fiir alle ¢ € [to, T:
ly(t) = 2(D)]l2 < lly(to) — z(to) 2e™~1).

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion m(t) = ||y(t) — 2(¢)||3; gehen Sie vor wie im Beweis
des Gronwall-Lemmas.

b) Schlielen Sie, daf} fiir Funktionen f, die eine einseitige Lipschitzbedingung erfiillen, die
Fortsetzung nach rechts eindeutig ist.

1.2. Betrachten Sie das autonome Anfangswertprobleme

v =f(ty)=Ay+g(y),  y(0) =y, (1)
wobei A € R™*" eine diagonalisierbare Matrix ist, deren Eigenwerte \;, ¢ = 1,...,n die Bedin-
gung Re\; < —p < 0, i = 1,...,n erfiillen. Die Funktion g € C*(R", R") erfiillt fiir ein C; > 0
die Abschitzung [|g(y)|l2 < C,lly|3 fiir alle y € R™.

a) Zeigen Sie: Es existiert ein € > 0 so daB fiir alle yp € R™ mit [|yo||2 < € jede auf ganz R
definierte Losung y € C*(R,R™) von (1) die asymptotische Beziehung lim; o ||y(¢)||2 = 0
erfiillt. Hinweis: Transformieren Sie das Problem, so dafl Sie Aufg. 1 mit geeigneter Losung
z von 2z = f(t, z) verwenden konnen.

b) In Teilaufg. a) wurden nur Losungen betrachtet, die auf ganz R existieren. Zeigen Sie:
Fiir hinreichend kleine ¢ > 0 folgt (z.B. mit Hilfe Aussage iiber die Mindestlinge des
Existenzintervalls des Satzes von Picard-Lindelof), da8 fiir jedes (offene) Intervall J =
(a,b) C R mit a < 0 gilt: Jede Losung y € C1(J,R™) von (1) it sich zu einer Losung
von (1) auf (a,00) (eindeutig) fortsetzen.

c) (Zusatz) Gilt die Aussage aus Teilaufg. b), dafi sich Losungen “bis co” fortsetzen lassen,
auch fiir “grofie” e oder mufl mit “blow up” gerechnet werden?

1.3. Betrachten Sie das Anfangswertproblem
y'(t) = AMy(t) —g(t) +4®),  y(0)=g(0)+3, (2)
wobei g € C'(R) beschriinkt und 6 € R sei.
a) Losen Sie (2).
b) Diskutieren Sie die Wirkung der Stérung ¢ fiir die drei Félle A =0, A < 0 und A > 0.

c) Visualisieren Sie die Losung fiir § = 0 und § = 1072 mit g(¢) = arctan ¢ bzw. g(t) = e~

1.4. Gegeben sei auf G = R? die Funktion

fty) = VI =92

Diskutieren Sie das Verhalten der Losung(en) des Anfangswertproblems

y/ = f(tvy)7 y(O) =0.



