Ubungen zu Numerik von Differentialgleichungen, LVA 106.065 SS 2010

Serie 10
Abgabe: bis Fr., 21.5.10, 12 Uhr bei Frau Kovalj

10.1. Zeigen Sie, daf} die beiden symplektischen Eulerverfahren

pit1 = pi—hVeH(pit1,¢) (1a)

Gi+1 = G +hVpH(pit1,q:) (1b)
sowie

pit1 = pi—hVeH(pi, qiv1) (2a)

Git1 = G+ hVpH(pi,qit1) (2b)
symplektisch und von 1. Ordnung sind. Zeigen Sie weiters: Varianten (2) ist die adjungierte Methode
von (1).

10.2. Das Stormer-Verlet-Verfahren ergibt sich durch Verkettung der beiden in Aufg. 10.1 vorgestellten
symplektischen Eulerverfahren (genauer: es wird zuerst ein Schritt der Lénge h/2 der Variante (1) und
dann ein Schritt der Lange h/2 der Variante (2) gemacht). Zeigen Sie: Das Stormer-Verlet-Verfahren ist
symplektisch, symmetrisch und von der Ordnung 2.

10.3. (Programmieraufgabe 10.3) Betrachten Sie das “Keplerproblem” bei dem p, q € R? durch das
folgende Hamiltonsche System beschrieben werden:

1 1
H = —Ip|? - ——.

Verwenden Sie folgende Anfangswerte:

q(O)—<1ge)p(0)—<\/?_TZ>, e=0.6.

Programmieren Sie fiir dieses System 3 symplektische Verfahren, ndmlich die beiden symplektischen
Eulerverfahren (siehe Aufg. 1) sowie das Stérmer-Verlet-Verfahren (siehe Aufg. 2). Die Eingabe fiir
diese Verfahren soll die Anzahl N der Schritte, die Schrittweite h sowie die Startwerte pg, qo sein.
Die Riickgabe soll ein Vektor ¢t mit den Zeitpunkten und Vektoren p und q mit den Werten zu den
Zeitpunkten ¢; sein.

Schreiben Sie ein weiteres Programm, welches die Energieerhaltung der 3 symplektischen Verfahren
testet. Machen Sie hierfiir (zu den o.g. Startwerten) 2" Ny Schritte der Schrittlinge ho2~", wobei Ny =
4000 und hg = 0.05 und n = 0,. .., 4. Plotten Sie (doppelt logarithmisch) den Energiefehler iiber h. Was
beobachten Sie? Erkldren Sie.

10.4. (schriftlich) Betrachten Sie Splitting-Verfahren fiir v’ = f(y), d.h. seien ®} und ¥} die Evolutionen
fiir die ODEs 3’ = flU(y) und o' = fPl(y).

a) Zeigen Sie: das Lie-Trotter-Verfahren W% . := ®% o ®2 hat Konsistenzordnung 1.

b) Zeigen Sie: (U",)* = &k o ®)

c) Definieren Sie das Strang-Splitting durch W% := <I>}f/2 o®ho @?/2. Zeigen Sie: das Verfahren hat
Ordnung 2.

d) Secien die Evolutionen ®%, ® symplektisch. Zeigen Sie: das Lie-Trotter-Splitting und das Strang-
Splitting liefern symplektische Verfahren.

10.5. Eine Matrix A € R??*24 heifit symplektisch, falls AT JA = J. Zeigen Sie: die Menge der symplektischen
Matrizen bildet eine Gruppe bzgl. der Matrixmultiplikation. Hinweis; iiberlegen Sie sich, daf3 I symplek-
tisch ist, dal das Produkt zweier symplektischer Matrizen symplektisch ist und dafl eine symplektische
Matrix ivertierbar sein muf.



10.6. Zeigen Sie: die Verkettung zweier symplektischer Abbildungen ist wieder symplektisch.

10.7. Wenn ein Schritt eines Einschrittverfahrens symplektisch ist, dann gilt fiir jedes k:

(DYOyk)TJ(DYOyk) =J



