Ubungen zu Numerik von Differentialgleichungen, LVA 106.065 SS 2013

Serie 1

Besprechnung am Di.,

1.1. a) SeiG C RxR" offen und f € C(G,R™). Die Funktion f erfiille eine einseitige Lipschitzbedingung
mit Lipschitzkonstante L € R, d.h.

(ftty) = ft,2),y—2)2 < L{y—z,y —2)2  V(t,y),(t,2) € G.

Zeigen Sie folgende Aussage iiber die stetige Abhéngigkeit von den Anfangsdaten: Sei J C R ein
offenes Intervall mit [tg, 7] C J und seien y, z € C1(J,R™) Losung der Differentialgleichung, d.h.

y(t) =fty@), wd () =f(t2(t) Ve

Dann gilt fiir alle ¢ € [to, T):

ly(t) — z(t)]]2 < [ly(to) — Z(tO)HQSL(tftO)'

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion m(t) = ||y(t)—=z(#)||3; studieren Sie den Beweis des Gronwall-
Lemmas.

b) SchlieBen Sie, daf fiir Funktionen f, die eine einseitige Lipschitzbedingung erfiillen, die Fortset-
zung nach rechts eindeutig ist.

c) Die Wahl des euklidischen Skalarproduktes in a) ist nicht zwingend. Welches Skalarprodukt
wiirden Sie wihlen, wenn Sie das AWP

My'(t) + Ay(t) = g(t),  y(to) = o

fir SPD-Matrizen M, A betrachten?

1.2. Betrachten Sie das Anfangswertproblem

wobei g € C1(R) beschriinkt und & € R sei.
a) Losen Sie (1).
b) Diskutieren Sie die Wirkung der Stérung ¢ fiir die drei Félle A =0, A < 0 und A > 0.
c) Visualisieren Sie die Losung fiir 6 = 0 und § = 102 mit g(t) = arctant bzw. g(t) = e *".

1.3. (zur Stabilitéit von ODEs) Das Prinzip der “linearisierten Stabilitit” ist fiir autonome ODEs formuliert.
Fiir nichtautonome ODEs funktioniert es nicht unbedingt, wie z.B. das folgende Bsp zeigt:

;o [ —1/4+43/4cos2t 1—3/4sin2t
y = Ay, A(t)_( —1—3/4sin2t —1/4—3/4cos2t

welches die Eigenwerte 1/4(—1 =+ 1iy/7) hat, aber y = 0 nicht stabil ist. Wir zeigen nun, da8 fiir manche
Fille trotzdem Stabilitédt gezeigt werden kann.

Es moge die matrixwertige Funktion A(t) folgende beiden Bedingungen erfiillen:
Ai(t) < 0 Vtel0,00)
DA < (1=6)Aut)] Ve [0,00)
J#i
fiir ein § > 0. Zeigen Sie: fiir das AWP ' = A(t)y mit y(0) = yo gilt: sup;~ [|[¥(t)]lcoc < 57 Y0l oo-

Gehen Sie wie folgt vor: B

a) Schreiben Sie A = D(Id +B), wobei die Diagonalmatrix D gegeben ist durch D = diag(A11,. . ., Ada).
Uberlegen Sie sich, daf§ [|B(t)]|cc <1—196



1.4.

b)

b)

c)

Geben Sie die Fundamentallosung Y (t) der ODE
y' =Dy

an, and zeigen Sie die Darstellung
t
VO =Y i+ [ V() DB a5
0

Uberlegen Sie sich, daB

sup <1

t>0

/o Y(t)Y (s)"'D(s) ds

o0

und schlieffen Sie

1
< = l9ollo

sup y(t) o < 5
t>0

Sei (X, || - |I) ein Banachraum und K : X — X eine Abbildung mit der Eigenschaft, dafl es eine
Folge (0,)52 mit Y2, 6, < oo gibt mit

[K"e — K"yl <Onllz -yl  Vo,yeX
Zeigen Sie: K hat einen eindeutigen Fixpunkt z*. Zudem gilt [|z* — K"™xol| < 3772 0] Kxo — a0
(Variante von Picard-Lindelof) Sei R = [tg,to + a] x R™ und f € C(R;R™). Seien weiters die
Funktion L und L; definiert durch

 qup L7 :2) = F(E0) e

L(t) :
aty €= Yllrn

Li(t) = /t:L(T) dr.

Sei X = C([to,to + a];R™) und nehmen Sie an, da8 Ly auf [to, to + a] beschrinkt ist. Zeigen Sie
mittels Induktion, dal der Operator K : X — X gegeben durch

t
(Ky)(t) :=yo+ | [f(s,9(s))ds
to
folgende Abschitzung fiir alle y, § € X und m € Ny erfiillt:

1K y(t) — K70 < 20"

sup |[ly(s) —g(s)llen  Vt € [to, to +a].
to<s<t

Zeigen Sie, dafl unter den obigen Voraussetzungen an f und L; die Integralgleichung
t
y(t) =vo+ | [fs,y(s))ds Vi€ lto,to +al
to

eine eindeutige Losung hat.

Ubungsblitter zum downloaden: http://www.math.tuwien.ac.at/ melenk/teach/num_DGL_SS13



