Ubungen zu Numerik von Differentialgleichungen, LVA 106.065 SS 2013

Serie 10
Besprechnung am Di., 4.6.13

10.1. a) Eine Funktion Z € C'(R? R) heifit Invariante/erstes Integral der ODE y' = f(y), wenn fiir
jeden Startwert yo € R? gilt: t +— I(yo,,(t)) ist konstant. Zeigen Sie: I ist genau dann eine
Invariante/erstes Integral der ODE, wenn

VI(z)-f(z2)=0  VzeR% (1)

b) Sei I € C'(R? R™) fiir ein m > 1. Geben Sie die zu (1) analoge Bedingung an die Funktion I an,
damit I eine Invariante der ODE ist.

c) Zeigen Sie: fiir ein hamiltonsches System ist die Hamiltonfunktion H eine Invariante.

10.2. (symplektisches Euler Verfahren) Fiir ein Differentialgleichungssystem der Form

o =f(zy) Y =g(zy) (2)

definiert man einen Schritt des symplektischen Euler Verfahrens durch

Tip1 = x+hf(xi, )
Yir1 = Yi +hg(@it1,Yit1)

Sei nun f(z,y) =y, g(z,y) = —.

a) Zeigen Sie: Jede Losung von (1) liegt auf einem Kreis, d.h.
H(t) = 2*(t) + y*(t) = constant V¢t

b) Wenden Sie das symplektische Euler-Verfahren mit Schrittweite h auf die Differentialgleichung

an und geben Sie die Abbildung ( zz ) — ( :;Hl ) explizit an.
i i+1

c) Zeigen Sie: Die numerische Approximation (z;,y;) liegt ebenfalls auf einer invarianten, geschlos-
senen Kurve. Hinweis: Es geniigt zu zeigen, dal die Approximationen (x;,y;) auf einer Ellipse der
Form

x? + hay; +y; = constant Vi

liegen.
10.3. Jedes RK-Verfahren erhilt linearen Invarianten fiir ODEs der Form y' = f(y).

10.4. Sei f € CY(R%RY) und es existiere L > 0 mit ||f(y)|| + ||[Df(y)|| < L fiir alle y € RY. Mit ®*(yo)
bezeichnen wir die Losung yo,4, (t) des AWPs ¢’ = f(y), y(0) = yo.

a) Zeigen Sie: fiir jedes yo € R? existiert ®t(yo) fiir alle t € R
b) Zeigen Sie: es gilt fiir alle t, h € R, yo € R%:

Yh,yo (t + h) = Yo,yo (t)
Yh,yo,yo (h) (t) = Yo,y (t)

c) Zeigen Sie: @'t = &t o " = d" o B! auf RY. SchlieBen Sie ®! o d~¢ =T auf R? fiir jedes t € R.
Insbesondere ist ®° = 1.

10.5. Seien WP Wh zwei diskrete Evolutionen.

a) Zeigen Sie:
(UP)) =0, (PP oWg)* = (W) o (¥])*



b) Zeigen Sie: UF o (U")* ist symmetrisch/reversibel.

10.6. Es soll gezeigt werden, dafl ein s-stufiges RK-Verfahren reversibel /symmetrisch ist, wenn

Ast1—i,s+1—j T Qij = bj Vi, j € {1, Ceey S}. (3)

a) Zeigen Sie: Die Bedingung (3) impliziert bsy1—; = b; fiir j =1,...,s.
b) Betrachten Sie

Yo h-hy biki,
i=1

o~
3
|

f(%—hZaijEj), j=1...,s.
j=1

Seien weiters k; die Stufen des RK-Verfahrens (Startwert yo, y1 = yo + h Ele bik;). Zeigen Sie,
daB fiir yg = yo die Werte y1 = y1, k; = ks11—4 eine Losung sind. Schlielen Sie, dal RK-Verfahren
mit (3) reversibel sind.

10.7. a) Zeigen Sie: die Gaupunkte und GauBigewichte sind symmetrisch beziiglich dem Intervallmit-
telpunkt.

b) Zeigen Sie: Die Gaussverfahren sind symmetrisch. Hinweis: GauB-Verfahren sind gerade die Kol-
lokationsverfahren zu den Gaufipunkten; Aufg. 10.6

10.8. Zeigen Sie: kein explizites RK-Verfahren kann symmetrisch/reversibel sein. Hinweis: Zeigen Sie, daf fiir
die Stabilitétsfunktion R eines symmetrischen/reversiblen RK-Verfahrens gelten mufl: R(z)R(—z) = 1
fiir alle z € C hinreichend nahe bei 0.



