11. Ubung aus MaB- und Wahrscheinlichkeitstheorie
SS 2013

1. Man zeige, dass fiir jede Funktion f : R — R die Menge S; der Ste-
tigkeitspunkte von f Borel-messbar ist.

2. Sie kennen nur die Summe x1 + zo der Augenzahlen von 2 Wiirfen mit
einem fairen Wiirfel. Bestimmen Sie &(S) mit S(z1,x2) = =1 + 22
und die Klassen der &(S)-dquivalenten Ausgénge.

3. Man bestimme fiir f : (R¥, B;) — (R¥,B;) definiert durch
fl(x1,... xk)) = (a;(l),. . a;(k)) mit Ty ST S S Ty die o-
Algebra &(f) und die Klassen &(f)-dquivalenter Punkte.
Welche Funktionen auf R* sind &(f) messbar?

4. Man beweise, dass fiir eine Folge (X,,) unabhéngiger Zufallsvariabler
n n

lim sup X,, , lim inf X, , lim sup % > Xj und lim inf% > X} konstant
n n n n

k=1 k=1
P-fs sind.
o0
5. Setzt man die Cantor-Funktion F¢ definiert durch Fgo(x) := 55’2#
i=1
oo
fiir x € C, der Cantor-Menge, d.h. x = 231 35 7 €{0,2} VieN
1=
fort auf R durch F(y) := max{0, sup  F¢(x)}, so zeige man
z€CN(—00,y]

(a) F' ist monoton wachsend.
(b) F(C) = [0,1].
(c) F ist stetig.

(d) F ist auf C€ differenzierbar mit F'(z) = 0.

(e) Fiir das zu F' gehorige Ma8 pp gilt pp(C) =1 A pp(C€) = 0.

6. Man zeige, dass fiir jede Folge (X,,) von Zufallsvariablen auf (N, 33(N), P)

mit P(A) := > 27" die folgenden Aussagen dquivalent sind:
neA

(a) die X,, konvergieren punktweise,
(b) die X,, konvergieren P-fs,
()

)

(d) die X,, konvergieren fast gleichméifig.

die X,, konvergieren in Wahrscheinlichkeit,



7. Man zeige, dass eine auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, &, P) ge-
gebene Folge von unabhéngigen, B,, -verteilten Zufallsvariablen X, ge-
nau dann in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert, wenn limp,, =0,

n

und dass gilt lim X,, =0 P-fs < ) p, < co. Daraus folgere man,
dass fiir p,, := % gilt P —lim X,, = 0 aber X,, 4 0 P-fs.



