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UBUNGSBLATT 7

Fiir eine (Borel)-messbare Funktion f € M*(Q,8), f : Q — [0, 0o] existiert eine Darstellung
der Form

fiir eine G-messbare Folge Ay.

Hinweis: Man betrachte die Mengen Ap := [f > 1] und fiir k& > 2

1
A = > = — 14 .

Man zeige fiir eine reellwertige Funktion f: R — R:

a) Wenn f differenzierbar ist, sind f und % (Borel)-messbar.
b) f ist messbar, wenn f konvex ist, d.h. fiir alle z,y € R

flaz+(1—a)y) < af(®) + 1-a)f(y) wem ac0,1]

Gegeben sei der Mafraum (R, B, A). Bestimmen Sie fur folgende Funktionen f, g die erzeug-
ten o-Algebren o(f),o(g),

flx) = || g(x) := cosx.
Ist f beziiglich o(g) messbar oder umgekehrt? Welche Funktionen sind o(f) messbar?

Die Punktwahrscheinlichkeit der Poissonverteilung auf (N, 2Y) sei py(0) (siche Beispiel 37).
Man stelle die Verteilungsfunktion F'(k) der Poissonverteilung fir £ € N in der folgenden
Form dar:

6
Fk)y =1 — / pr(z) dx
0
Im Messraum (N, 2Y) seien die Ereignisse G die geraden Zahlen, P die Primzahlen und F
die Fibonacci-Zahlen. Die stochastischen Grofen X7 und Xs sind folgendermafen gegeben:
X1 =21g +51p + 101p Xy = 1g + 1p + 1p

Man beschreibe die von beiden stochastischen Grofen erzeugten o-Algebren, o(Xp) bzw.
o(X2) und zeige 0(X2) C o(X71). Existiert eine (messbare) Abbildung H mit Xy = H(X;) ?

Die Verteilung der Zufallsvariable X > 0 besitze die Geddchtnislosigkeit, d.h. es gilt
P[X >s+tX >t] = P[X >s] fiirs,t € RT

Welche Gestalt hat dann die Verteilungsfunktion von X7 Man unterscheide stetige Vertei-
lungsfunktionen auf (R, £) und diskrete Verteilungen auf (N, 2Y) .

Hinwers: Fiir die Zuverlissigkeitsfunktion ' = 1 — F folgere man aus der Bedingung F'(s +t) = F(t).F(s). Diese
Funktionalgleichung 16se man (fiir stetiges und diskretes F').

Die entstehenden Verteilungen entsprechen der Exponentialverteilung bzw. der geometrischen Verteilung.



o
52) Setzt man die Cantor-Funktion F¢ definiert durch Fgo(x) := xé{ fir x € C, der Cantor-
i=1
(o]

Menge, d.h.z = 3 2, x; € {0,2} Vi€ Nfort auf R durch F(y) := max{0, sup  Fo(z)}
i=1 zeCN(—o00,y]

)

SO zeige man

a) F ist monoton wachsend.

b) F(C)=[0,1].

c) F' ist stetig.

d) F ist auf C° differenzierbar mit F’(x) = 0.

e) Fiir das zu F' gehorige Maf pp gilt up(C) = 1A pup(C€) = 0.



