7. Ubung aus MaR- und Wahrscheinlichkeitstheorie
WS 2015

1. Beweisen Sie, dass jede rechtsstetige Funktion f € BV(a,b) die Diffe-
renz von zwei rechtsstetigen, monoton wachsenden Funktionen ist.

2. Fir f: [a,b] — R beweise man die folgenden Aussagen:

(a) Stetige Funktionen miissen nicht von beschréankter Variation sein.
(b) Stetige, monotone Funktionen miissen nicht absolut stetig sein.

(c) Gibtesein C € Rt mit |f(z)— f(y)| < Clz—y|, Va,y € [a,b],
so ist f absolut stetig.

(d) Wenn f auf [a,b] stetig ist und die Ableitung f’ von f auf (a,b)
existiert und beschrénkt ist, ist f absolut stetig.

(e) Wenn f in jedem Punkt von (a,b) differenzierbar ist, muss f
nicht absolut stetig sein.

3. Man nennt einen Punkt x € A C R einen Dichtepunkt von A, wenn
gilt }lll\n% M = 1 (\* ist das duBBere Lebesgue-Maf}). Man

beweise, dass jedes A € £ bis auf eine A-Nullmenge nur aus Dichte-
punkten besteht.
Hinweis: Man kann 0.E.d.A. annehmen A C [a,b], a,b € R (warum?)
MAN[a,z]) = f[a@] TadA.
4. Man zeige, dass jedes A C R bis auf eine \-Nullmenge nur aus Dichte-
punkten besteht.
Hinweis: Zujedem A C R gibtesein A C B € £ mit A\*(A) = A\(B).

5. Ist (2,6, 1) ein Maldraum und sind py, ..., p, Zahlen aus (1, c0) mit
n
}% = 1, so zeige man, dass fiir alle messbaren f;, 1 <1i < n gilt
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6. Man zeige:

(a) Ist ¢ strikt konvex, so folgt aus Eo(X) = p(EX), also Gleichheit
in der Jensen’schen Ungleichung, X = EX P-fs.



(b) Ist P := (p1,...,pm) ein Wahrscheinlichkeitsmal} auf {w1, ..., wn},
so gilt fiir jedes MaR Q := (q1,...,¢y) mit > ¢; < 1
i=1
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H(P):=Y pilog— <> p;log—.
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(c) H(P) <logm.

(@ D(PIQ) = 3o pilogZ =0 = P = Q.
=1

7. Man suche einen o-endlichen Maffraummit £, C £,V 1 < p < ¢ < oo.



