10. Ubung aus MaR- und Wahrscheinlichkeitstheorie
WS 2015

1. Sind X3,..., X,, unabhingig, B 1- verteilte Zufallsvariable, so nennt
man eine Folge (X;;1(w),..., X;+x(w)) einen Run der Lange k, wenn
i = 0 oder X;(w) # Xiy1(w), wenn weiters X;11(w) = ... = X;yp(w)
und wenn i + k& = n oder X; x(w) # X;tx+1(w). Man berechne
den Erwartungswert und die Varianz von R, der Anzahl der Runs
in X1,...,X,. Aullerdem versuche man zu beurteilen, ob die Folge
10101101001011000101100101011000101010011001010100
durch das Werfen einer Miinze entstanden ist, oder, ob es sich eher um
eine willkiirlich hingeschriebene Folge handelt.
1, X;# X1
0, sonst
P(Zi=1)=P(X;=1,X;-1 =0VX; =0,X,_1 =1)=2p(1-p) = 3,
sowie R=1+ Y Z; = ER=1+ > EZ; = %1 =255 fiir n = 50.
i—2 i—2
Fir |j —i| > 1 sind Z;, Z; klarerweise unabhédngig, aber es gilt auch

Lésung:Mitp::%,q::l—p,Zi::{ 2 <i<ngilt

P([Z; =1 N [Zip1 = 1)) = P(XH = (1,0,1) v XIT] = (0,1,0))

=P(Z;=1)P(Zix1=1) = Z;,Z;i+1 sind unabhingig.

| =

n
Daher gilt Var R = ZVarZi = ”T_l = 44—9 = 0 = % = 3.5. Bei

=2
R(w) = 36 und |R — ER| = 10.5 folgt aus der Tschebyscheff’schen
Ungleichung P(|R — ER| > 10.5 = 30) < 4.

. Ein Wiirfel wird solange geworfen bis zum 3-ten Mal eine 6 erscheint.
Die Anzahl der notwendigen Wiirfe soll erraten werden. Wie wiirden
Sie tippen wenn

(a) nur ein richtiger Tipp honoriert wird?

(b) ein Ponale im Ausmald der absoluten Differenz zwischen Ihrem
Tipp und dem tatsdchlichen Ausgang zu bezahlen ist?

(c) ein Ponale im Ausmafd des Quadrats zwischen Ausgang und Tipp
zu zahlen ist?

Losung: Die Anzahl der notwendigen Wiirfe X ist negB& 1 verteilt, d.h.
_ k—3 /113

P =k =(5) () () k=3

Bei (a) ist der Modus der sinnvollste Tipp

mz<k;1>(g>_lgz6(i;m>1@k>lz.
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Daher ist P(X = k) fiir k = 12,13 maximal, d.h. Modus = 12 oder13.
Bei (b) ist der Median der sinnvollste Tipp.

Fx(15) =~ 0.46 < fracl2 < Fx(16) ~ 0.51 = med = 16.
Bei (c) ist der Erwartungswert [E X = 18 der sinnvollste Tipp.

. Man zeige, dass fiir unabhéngige Zufallsvariable X,, ~ Ex_ gilt

o0 1 o
Za:oo = S=) X,=o00 P-fs.
n=1 n=1

Losung 1: Es gilt ES,, = n:—zl_, Var S,, = o ZLQ

Z

= -

Gibt es eine Teilfolge (ny) mit — >1 V £k € N, so g11t klarerweise
TLk k ’V'Lk

unabhéngig sind, folgt aus dem 2-ten Lemma von Borel- Cantelli dass

mit Wahrscheinlichkeit 1 fiir unendlich viele % gilt X,,, > —— > 1 Das

impliziert offensichtlich P(S o0)=1.

Gibt es hingegen ein N : = <1 V¢ > N, so kann man die ersten
N Summanden vernachlass1gen und o.E.d.A. annehmen N = 0. Dann
gt 5 <1 VieN = o3 <N,.Aus der Tschebyscheff’schen

Ungle1chung folgt fiir alle M € N und alle n mit N, > 2 M

N, N, 402 4
P(S<MYS<P(S, <=/ )<P[|S—N,|>—"|<==L<—.
(§< )< <S‘2)‘ (‘S o 2) N2 = N,

Daher gilt P(S < M) =0 V M € N, und daraus folgt offensichtlich
P(S<oo):P< U [SSM]) < 52 PSS M) =0,

MeN

Lésung 2: Aus | S := Z X; < c] C [Sy < = [e® >e ] , der Markoff-
Ungleichung und der Unabhang1gke1t der X; folgt

n

n n
P(S <c¢) <e“Fe o = Ee Xi = ¢° I
(S<e) < zl_Il ’HTZ+1 zl_I11+T

)

Gibt es eine Teilfolge (ng) : 7,' > 1, so gilt H 1_1 < H
L<n

< 1— 5= Auch dann

SonstIN:Vi>N:0<7'<1 = T L

n n
gilt H 1+i.—1 <11 (1 — 7
=1 z =N

i



Lésung 3: Aus 1 > e % N\, e™¥ > 0 und dem Satz von Lebesgue
folgt Ee™ = limEe % = 0 (wie in Losung 2. gezeigt). Daher gilt
n

e % =0 P-fs = S =00 P-fs.

. Ein Spieler soll auf die moglichen Werte z1,...,x,, einer diskreten
Zufallsvariablen X, die mit den Wahrscheinlichkeiten (py, ..., pn) an-
genommen werden, wetten. Dabei beginnt er mit einem Startkapital
m

So > 0, und er kann Anteile 0 < b, < 1,1 < i <m, Y b =1
dieses Kapitals auf die einzelnen Werte setzen. Fiir den richltiglen Tipp
bekommt er das m-fache seines Einsatzes ausbezahlt, die Einséatze, die
er auf andere Ausginge gesetzt hat, gehen verloren. Bezeichnet X;
den Ausgang des 1-ten Spiels, so verfiigt er nach diesem Spiel iiber ein
Kapital S; = mb(X1) Sp, das er wieder im Verhéltnis by : by : ... : by,
aufteilen kann. Dieser Vorgang wird n-mal wiederholt.

(a) Wie grol} ist das Kapital S,, des Spielers nach n Runden?
(b) Man bestimme lim 1 log S,,.
maéls den Wahrscheinlichkeiten wéhlt, also b; = p;, V1 < i < m.

(d) Welche Aufteilung ist optimal? Vergleichen Sie die Punkte (b)
und (c) in Hinblick auf das Ergebnis von Bsp. 6. aus Ubung 7.

(c) Man bestimme lim % log S,,, wenn der Spieler seine Anteile ge-
n

(e) Wie sollte man aufteilen, um ES; zu maximieren?

Losung:

(a) vollstandige Induktion ergibt S,, = m™ Sy [] b(X;).
j=1

(b) Aus Punkt (a) folgt %logS = logm + @ + % > logb(X;) .
j=1

Daher gilt EX log S,, = logm + %55 1 L S™ Flog b(X;), und aus
j=1

dem Gesetz der grof3en Zahlen folgt B

1 m
lim — log S, = logm + E(log b(X;)) = logm + E p; logb; . (1)
n n
i=1
(c) Gemal} Punkt (b) gilt natiirlich nun

1 m
lim - log Sy, = logm + E(logp(X1)) = logm + Zpi logp; . (2)
i=1



(d) Nach Bsp. 6. aus Ubung 7. ist der Limes in (2) groRer als in
(1). Daher ist es am sinnvollsten das Kapital proportional zu den
Wahrscheinlichkeiten aufzuteilen.

(e) Istp;, = ax p; und ¢;, :=1,¢; ;=0 Vi # i, so gilt

— = sz'pz‘ < Zbipio = Pip = Zcipi-
i=1 i=1 i=1

Es ist also sinnvoll zu hasardieren.

5. Gilt ein Gesetz der grof3en Zahlen fiir die unabhéngigen Zufallsvaria-

blen X,, mit X; =0und P(X,, =n) = P(X,, = —n) = sowie
2nlogn
P(ano):].—mfurn>2?
o Var(fj XZ-> f; o7 n2
Losung: P(IXn 11>6€) < —2— =S50 < 5 = oy — 0

OO
Aber aus Z P(|Xi| > i) =] zlogz > [5° s =loglogz|,” = oound

der Unabhang1gke1t der X folgt nach dem 2-ten Lemma von Borel-
Cantelli P <l1m§up[]Xi\ > z]) = 1, d.h. |X;| > i fiir unendlich viele
i. Aus lignyn ; ¢ € R wiirde jedoch im Widerspruch dazu folgen
[ = 15 Xt = X < |55 Xt = X[ 4 [ X1 = X = 0.
6. Man zeige, dass fiir eine Folge von unabhéingigen Ereignissen A,, mit

P(4,) = 1 die Summen S, := z nf‘o o~ P-fs konvergieren. Da-

=2
n

mit beweise man @ 21 (La, —3) — 0 P-fs und zeige schlieBlich
1=

Z]IA — 1 Pfs.

log n

is: Fii o la—i ; _ 1(-39)
Beweis: Fir X; := Togi > 2 gilt Var X; = og7 i < ; log 7 . Wegen
. 1 | 1 1 n 1 .
Eg,ﬂog% < 2fxlogzgcdﬂc = “Togs|, < Tog3 < gilt ;VarXi < 0.

Daraus folgt S,, — S € R P—fs (siehe VO). Aus dem Kronecker-Lemma
> (La,—3) = 0 Pfs.
1

ILA.fZ
log ¢

folgt nun

mit b; := logi, a; := logn ;

Wegen > 1 < [ldz = logn und Z% > [ ldz = log(n + 1)
i=2 1 =1

gilt auch lizn Z % = 1. Zusammen mit hml Z (]lA. — l.) =0

1
logn
& =1 =1

ergibt das schliel3lich hm 1 Z 14, =1 P-fs.



7. Man berechne fiir eine Folge unabhéngig, identisch verteilter Zufalls-
variabler X,, € L£4(12, S, P) den Erwartungswert der Stichprobenva-

2
n n
rianz 52 = L > (Xz- -1y XZ-> und zeige weiters, dass gilt
i=1 i=1
lim S2 = Var X; P-fs.
n
Losung: Sein:=EX,, 0% := Var X,

n

1 o 1 n _n no
D (Xi—Xn)Z:n_1<§ X2-2X%, ) X+ Xi)
i=1 =1 =1

i=1

1 i — — 1 = —
= — (§ :xf—aniJrnXi) = (Zﬁ-mi) (3)
=1

i=1

Aus EX2 = 0% + 12, EX. = Var X, + (EX,,)” = 2 + 2 und (3) folgt

2 2

ES? = (no®+nn®>—o*—nn?) =o>.

n—1

n n
Aus dem GGZ folgt -1 Zle =2 <TIL ZIX12> — EX? =02 + 1%,
1= 1=
p— n p—
sowie X, =1 > X; »n P-fs. = Xi — n* P-fs. Diese Bezie-
=1
hungen zusammen mit (3) ergeben S2 — 2 P-fs.



