11. Ubung aus MaR- und Wahrscheinlichkeitstheorie
WS 2015

1. Fiir eine auf R periodische Funktion f mit f(w+ 1) = f(w) YV w € R,
die zudem auf ([0, 1],8 N [0, 1], A) integrierbar ist, berechne man
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2. Man zeige, dass fiir jede ergodische Transformation 7" auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (12, S, P) gilt
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3. Man zeige mit Hilfe des Ergodensatzes, dass die relative Haufigkeit
einer jeden Ziffer 0,...,r — 1 in einem beliebigen r-adischen Zahlen-
system (r > 2) fiir jedes w € [0, 1) M\-fii gegen r~! konvergiert.

4. Man zeige, dass eine malstreue Transformation 7' auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, S, P) genau dann ergodisch ist, wenn
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wobei 2l eine Algebra ist, die & erzeugt.

5. Ist 2 eine Algebra mit & = 2, (2l), so sind die Punkte 5a. - 5c. dqui-
valent:

(a) T ist ergodisch.
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6. Man beweise, dass 2 Wahrscheinlichkeitsverteilungen P, Q auf einem
Messraum ({2, §) entweder {ibereinstimmen oder singuldr zueinander
sind, wenn es eine Transformation 7" : (2,&) — (2, &) gibt, die be-
zliglich beider Verteilungen maftreu und ergodisch ist.



7. Ist (2,6) ein Messraum und 7" : (2,8) — (2, S), so zeige man, dass
die Menge P der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (2, &), fiir die T’
maltreu ist, konvex ist. Weiters beweise man, dass 7T fiir P € P genau
dann ergodisch ist, wenn P ein extremer Punkt von P ist, d.h. es gibt
keine Wahrscheinlichkeitsverteilungen Py # P, € P und a € (0,1),
sodass P =a Py + (1 — «) Pi.



