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1. Man zeige, dass fiir eine Folge (X,,) nichtnegativer, unabhéngig iden-
tisch verteilter Zufallsvariabler mit EX,, = 1 und P(X,, = 1) < 1 gilt

(a) <H Xi, 6(Xy,..., Xn)> ist ein Martingal,
i=1

n
(b) Firy, := ] X; existiert Y =limY,, P-fsundes gilt EY <1,
i=1 n
(© lmimYy,=c<0 P-fs

n

(d) Y =0 P-fs.
Hinweis: Ist P(Y > ¢) > 0 fiir ¢ > 0 mit Punkt (c) vertraglich?

2. Aus einer Urne, die zundchst eine schwarze und eine weif3e Kugel ent-
hélt wird immer wieder eine Kugel zuféllig gezogen und durch 2 Ku-
geln der gleichen Farbe ersetzt. Sei X,, die Anzahl schwarzer Kugeln
in der Urne vor der n-ten Ziehung und Y;, := 2= ihr relativer Anteil

n+1
dh. Xi1=1Y1 = %). Man beweise nun,

[

(a) dass gilt P(X,, = k) =
(b) dass (Y,,,6(Y,....,Y,
(c) dass fir Y :=1limY,, gilt Y ~ Uy, .

, 1<k<n,

~ 3

) ein Doob-Martingal ist,

3. Ein Spieler beginnt mit einem Startkapital Sy := 1 zu spielen. Ist S,, 1
sein Kapital nach n — 1 Runden, so kann er in der n-ten Runde einen
Anteil 0 < B,, < 1 seines bisherigen Kapitals einsetzen, wobei er un-
abhingig von den bisher gespielten Runden mit Wahrscheinlichkeit
p € (0.5,1) einen Gewinn in doppelter Hohe seines Einsatzes erhélt
und mit Wahrscheinlichkeit ¢ := 1 — p leer ausgeht (der Einsatz ver-
bleibt in beiden Fillen beim Spielbetreiber). Bezeichnet X,, den Aus-
gang des Gliicksspiels der n-ten Runde (X,, = 1 bedeutet, dass der
Spieler gewinnt, und X,, = —1, dass er verliert), so nimmt man an,
dass der Spieler seinen Einsatz B,, nur auf Grund der bisherigen Aus-
giange X1,...,X,_1 festsetzen kann, dass die B,, also vorhersagbar
sind beziiglich der Filtration &,, := &(X1,...,X,,). Man zeige, dass,

dann (Yn :=log g—g —n(log2 - H(p,1—p)) ,6n> ein Supermartin-
gal ist und deshalb gilt Elog g—g <n(log2— H(p,1 - p)). Kann man

die B,, so wahlen, dass das obige Supermartingal zum Martingal wird?
Welche Strategie sollte der Spieler verfolgen?



4. Man zeige, dass fiir ein Martingal (X, ,%,,) mit sup E |X,| < oo gilt:
neNp

(@) Y, = lim E(X; |2,) P-fs Vn,und (Y, ,2,) ist ein Martingal.
(b) (X,,) ist darstellbar als Differenz 2-er nichtnegativer Martingale.

5. Man beweise mit Hilfe von Ergebnissen der Martingaltheorie Kolmo-
goroffs 0-1-Gesetz, dass die o-Algebra der terminalen Ereignisse trivial
ist, wenn die Zufallsvariablen X,, unabhingig sind.

Hinweis: Man betrachte E(14|6(Xq,...,X,).

6. Sind die Z; ~ B unabhingig, so kann man X; := 271 (27, — 1)
2

als Nettogewinn des i-ten Spiels interpretieren, wenn man bei diesem

Spiel € 2i~! einsetzt, also in jedem Schritt seinen Einsatz verdoppelt.

(a) Zeigen Sie (Sn = > Xi, 6(Xy,... ,Xn)) ist ein Martingal.
i=0

(b) Beweisen Sie 7' := min{i : X; > 0} ist eine endliche Stoppzeit.
(¢) Man berechne St und ESt .
(d) Man interpretiere Stx, und berechne S7,,, sowie ES7n,, .

(e) Man berechne lim inff[ | |Sp| dP, E|S,| und supE|S,| .

T>n
7. Ist (X,)nen eine unabhéngige Folge mit X,, := 2Y,, — 1, Y,, ~ B,
2

n
Xo:=0, 5, := ) X;,sozeige man, dass 7, := inf{n : S, ¢ (—a,b)}

fiira,b € Neine egldliche Stoppzeit zur Filtration 2, := &(X1,..., X,)
bildet. Weiters berechne man ES;, , und P(S;, , = a).

Hinweis: Schétzen Sie P(7,, > k(b + a)) von oben mit Hilfe von
(X1 = = Xowp = 1] C [rap < b+ a] ab. Uberlegen Sie zudem,
welche Werte S;, , n, annehmen kann.



