Ijbung 2

1) Sei (X,d) ein metrischer Raum und ¢ eine nicht-negative unterhalbstetige Abbildung.
Zu beweisen ist, die Existenz einer Folge {c,}, die wachsend nach ¢ punktweise konvergiert,
wobei jede ¢, nicht-negativ, beschriankt und gleichméafig Stetig ist. (Hinweis: untersuchen Sie
die Abbildung z — inf,cx|[c(y) + nd(z,y)]).

2) (Fortsetzung) Mithilfe von Frage (1), beweisen Sie dass die Funktion 7 € P(X) + [ cdr
unterhalbstetig beziiglich schwache Konvergenz ist.

3) Wir zeigen dass fiir mebare Kostenfunktionen, die den Wert +o00 aufnehmen durfen, die
Kantorovich Dualitét scheitern kann. Sei X =Y = [0,1], und u = v = A die Lebesgue-mafe auf
[0,1]. Als Kostenfunktion wahlen wir

+oo fallsx <y
clz,y) = 1 falls x = y
0 falls x > y.

Dann gilt:
3.1) Die Funktion ¢ ist mefibar und nicht unterhalbstetig.
3.ii) Der Wert vom Kantorovich (primal) Problem zwischen p, v und mit Kosten ¢, gleicht 1.

3.iii) Der Wert vom entsprechenden dualen Problem, gleicht 0.

4) (Glueing lemma) Seien (X1, 1), (X2, 12), (X3, u3) drei polnische Wahrscheinligkeitsraume.
Seien m € II(p1, p2) und 7 € TI(ug, u3), Kantorovich plans auf X; x X5 und X5 x X3 jeweils.
Zu beweisen ist: es existiert eine Wahrscheinlichkeitsmafie P auf X; x X9 x X3 so dass ihre
marginal auf X; x X5 gleicht 7 und ihre marginal auf Xy x X3 gleicht 7; ndmlich

J f(x1,20)dP(zy, w2, x3) = [ f(w1,22)dm(21,22), Vf € Cp(X1 x Xo)
[ 9(z2, x3)dP(z1, 22, 23) = [ (2, x3)dT (22, 23), Vg € Cp(Xa x X3).

(Hinweis: der Disintegrationssatz sagt dass w(dx1,dxs) = 772 (dx1)pe(drs) und 7(dre, dxs) =
72 (dwg) p2(da).)



