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Aufgabe 1

Das Geschoss beschreibt eine Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit, die von einer -
durch die Gravitationskraft bedingten - beschleunigten Bewegung in vertikaler Richtung
iberlagert wird. Nach der Zeit ¢ trifft das Geschoss das Ziel. ¢ wird dabei nur durch



die horizontale, konstante Geschwindigkeit bestimmt. Nach der Zeit ¢ wire das Geschoss
ohne die Gravitationskraft am Startpunkt des Ziels; durch die Uberlagerung mit der
beschleunigten Bewegung befindet sie sich jedoch um s nach unten versetzt. Dieses s
entspricht genau der Strecke, die ein Koérper im freien Fall in der Zeit ¢t zuriicklegt, also
auch das Ziel. Daher trifft das Geschoss unter diesen Bedingungen immer das Ziel - sofern
| und h sinnvoll gewahlt werden.

TGeschoss (1) = (1)
YGeschoss (t) = —%th + vot sin(«) (2)
Zziel(t) = vot cos(a) (3)
yra(t) = ~0t% + (1
Bedingung fiir Treffen des Geschosses: Ygeschoss(t) = Yziel (t)
= h = vptsin(a) (5)
Weiterhin muss gelten: Tgeschoss(t) = Zziel (t)
= [ = vot cos(a) (6)
Dividiere Gleichung [5] durch [6]
= — =tan(a) (7)

l
Schaut man sich die Winkelbeziehungen an, so gilt Gleichung [7|fiir alle 0 < o < § D.h.
das Geschoss trifft immer das Ziel, sofern [ > 0 (sonst ist Gl. [7| nicht definiert). Falls
! = 0, dann muss auch h = 0 sein und umgekehrt. Sonst gilt diese Beziehung nicht fiir
beliebige Abschussgeschwindigkeiten.

Aufgabe 2

a) Es gilt der Energieerhaltungssatz. Die Startenergie besteht aus der kinetischen
Energie und der potenziellen Energie beim Abschuss. Die Endenergie nur aus kine-
tischer Energie. Dabei wird fiir die potentielle Energie angenommen, dass H <<
Rrrqe und der Versuch nahe der Erdoberfliche stattfindet. Sodass Epoy = mgH

gilt.
L 9
Ey =mgH + PR (8)
1
B = imvfmp (9)



Energieerhaltung: Fy = E;

1 1
mgH + imvg = §mvimp
& 2gH + v = v},

imp
Sy = \/vizmp —29H (10)

b) Stelle die Komponentengleichungen fiir z(¢) und y(¢) auf und berechne deren Ab-

leitungen.
x(t) = vot cos(a) (11)
y(t) = votsin(a) + %th (12)
z(t) = vp cos(a) (13)
y(t) = vg sin(a) + gt (14)

Dabei zeigt die x-Achse in Richtung der horizontalen Geschwindigkeit und die y-
Achse nach unten, sodass im Nullpunkt gestartet wird. Beim Auftreffen auf den
Boden gilt dann: y(t) = H

1
= H = votsin(a) + §gt2 (15)
—vp sin(a) & y/v2 sin? (@) + 2gH

In Gleichung[16]ist der Radikant gréfser als der andere Summand. Deshalb kann es
nur eine positive und damit physikalisch sinnvolle Lésung geben. Diese erhilt man
durch addieren des Radikant.

% y(t1) = vo sin(a) — vg sin(a) + /v sin?(a) + 2gH (17)
Pythagoras: [vimp| = V/&2(t1) + 92(t1) (18)

= [vimp| = \/”3 cos?(a) + v sin* () + 2gH = \/ 2+ 2gH

& |vo| = £/ |Vimp|? — 29H (19)

Aufgabe 3

a) Neben den Grofen in Abbildung |1/ muss zusétzlich noch die Zeit gemessen werden.



Spiegel

Schirm

Abbildung 1: Drehwaage nach Cavendish

b) Nach dem “Umlegen” der beiden groken Massen M wirken zwei Kriifte auf die bei-
den kleinen Massen. Zum einen die Gravitationskraft der beiden grofen Massen -
hierbei reicht es nur ein Kugelpaar zu betrachten, weil die zuséitzliche Anziehungs-
kraft der zweiten grofsen Kugel durch die zusétzliche trige Masse der zweiten klei-
nen Kugel ausgeglichen wird. Zum anderen wirkt eine Torsionskraft, die durch den
Faden ausgeiibt wird, der bestrebt ist sich in seinen Ursprungszustand zuriickzudre-
hen. Diese Torsionskraft muss genauso gro# sein wie die wirkende Gravitationskraft,
weil das System zuvor im Gleichgewicht war.

F= 2G”;j]2w (20)

F=ma=G= ;;\j (21)

Stelle nun die Bewegungsgleichung auf (freier Fall) und setze in Gleichung 21| ein
s:%atzéa:i—zs (22)

Wende nun den Strahlensatz an, da ich die zuriickgelegte Entfernung r nur auf
dem Schirm und nicht direkt messe und erhalte:

L d xd
2

Setze nun Gleichung 24]in Gleichung 23] und erhalte die endgiiltige Formel fiir G

xdr?
T 2LM¢? (25)
c) Setze die gegebenen Werte in Gleichung [25| ein:
4,7-102m-4-10"%m - 52 - 10~ 4m? 13 Nm?
= =6,267-107"" —- 2
¢ 2-15m - 1kg - 50282 6,267- 10 kg? (26)



eintreffender
Strahl

Abbildung 2: Strahlensatz

Dieses Ergebnis ldsst sich noch verbessern, wenn man die Anziehungskraft der
weiter entfernten Masse M auf die “Testmasse” beriicksichtigt:

mM T
FFernwirkung =G 5 ' (27)
4d? 2 2
4 Ve +4d
Pythagoras = Hypotenuse cos()

Dabei ist der erste Term des Produkts die Gravitationskraft, die von der entfernten
Kugel auf die Testmasse wirkt und der zweite Term der Kosinus von dem Winkel
zwischen der Richtung dieser Kraft und der r-Richtung. Siehe auch Abbildung 3
Daraus ergibt sich die korrigierte Gravitationskonstante zu:

A

Kraft
entlang

wirkende
a r-Richtung

Kraft

Abbildung 3: Kréftedreieck “Fernkraft”



Fkorrigiert =F - FFernwirkung
Fkorrigiert o F— FFernwirkung o

F F
_ 1 . FFeI-n}vjrkung = ’}/ (28)
M@y @,y T (29)
(r2 4+ 4d?)2
Es muss nun der Term [20| um den Faktor v korrigiert werden
mM
F= 2GkorrigiertTT - (30)
Daraus ergibt sich der korrigierte Term fiir (21
2
ar® 1
Gkorrigiert = m : ;
1 G
= Gxorrigiert = G - 5 = m (31)
F

Gleichung 29| liefert zusammen mit der letzten Gleichung den korrigierten Wert fiir
G

2
11 Nm

Gkorrigiert = 6,268 -10™ ng

(32)

Das Ergebnis weicht um 6,10%, das korrigierte um 6,08% vom Literaturwert (6,674-
10_11%”122) ab. Diese Abweichung lasst sich zum einen durch vernachlissigte Sto-
reinfliisse wie z.B. die Reibung erkldren. Zum anderen gelten die verwendeten For-

meln in erster Ndherung nur fiir kleine Auslenkungen .

Aufgabe 4

Angaben

Masse der Erde My = 5,974 - 10%4kg
Masse des Mondes My = 7,349 - 10%%kg
Radius der Erde Ry = 6,378 - 10°m
Radius des Mondes Ry = 1,738 - 10°m

Abstand des Mondes zur Erde Rpy = 3,84 - 10°m



e Gravitationskonstante G = 6,674 - 101! T{g

Die Abschussgeschwindigkeit muss mindestens so grofs sein, dass der Kérper den neutralen

Punkt Ry erreicht, an dem sich die Erdgravitation und die Mondgravitation gegenseitig
aufheben. Die restliche Strecke “fallt” er auf den Mond. Berechne also zunédchst Ry.

Gravitationskraft des Mondes im Abstand r von der Erde

mMM
B =G—— 33
M(r) (REM _ 7’)2 ( )
Gravitationskraft der Erde
mM
Fp(r) =G—5~ (34)
im Neutralpunkt bei Ry gilt:
F\(Rx) = Fe(RN) (35)
&G =G
(Rgm — Rn)? R2N
M M
o =22
(Rgm — Ry) R
N My _ (Rem — Rx)?
My R12\I
[Myi Rem — Ry
R4 e
Mg, Ry
My Rgm
o2t = BT
My, * Ry
R
4 RN = _EM (36)
41

Die benotigte Geschwindigkeit ldsst sich nun aus der Energieerhaltung ableiten. Die Ener-
gie beim Abschuss auf der Erde muss gleich der Energie im neutralen Punkt sein.

Kinetische Energie beim Abschuss

1
By = §mvg (37)

potentielle Energie beziiglich des Erdschwerefeldes

’I?’LME
T

Bpoe(r) = [ dr(=Fur)) = G (38)



Verschiebe den Nullpunkt nun aus dem Unendlichen auf die Erdoberfliche

1 1
=A Epot,E(T) = EpOt,E(RE) - EpOtaE(RE + T) GmME <RE RE + 7,,> =
T
=GmMyp———— 39
T R (Ry + 1) (39)
potentielle Energie beziiglich des Mondschwerefeldes
_mMy
dr I 4
potM / TM REM_"" (0)
Verschiebe den Nullpunkt auf die Erdoberfliche
=A Epot,M(r) = Epot,M(RE) - Epot,M(RE + T) =
1 1
m MRem — Re Rem— Rp — 7
Rgm — Rg — 7 — Rgm + R
M (Rem — Re —7)(Rem — Rg)
r
= —GmM, 41
v (Rem — Ri)? — r(Rem — Ry) (1)
Die Gesamtenergie beim Abschuss ist nun
EO = Ekin + Epot,E(O) + Epot,M(O) (42)
und im neutralen Punkt
Ei = Epor (RN — Rg) + Epot (RN — Ri) (43)
Aufgrund der Energieerhaltung gilt Fy = E
& Euin + Epot,£(0) + Epot,m(0) = Epot,g (RN — Re) + Epot,M(Ry — RE)
1
= §mv§ + Epot,E(O) + Epot,M(O) = Epot,E(RN —Rp) + Ep0t7M(RN — Rg)
2
Sv= || pot,£(0) —Epot,M(0) +Epot, £ (RN — Re) + Epot,M(RN — RE)
=0 per Def. =0 per Def.
2 Ry — Rp
= =4/ — Gm M, _
v \/m<+ m ERE(RE+RN—RE)
Ry — Rg
—GmM, )
M (Rem — Ri)? — (Rx — Rg)(Rem — Ri)
Rx — Ry Rx — Ry )
S +GMp————+—— — GM; 44
0~ \/ ( Rg - Ry M (Rpy — Re)? — (Rx — Rp)(Rey — Br) (44)



Setze nun die Werte ein und berechne das Ergebnis

km

Vo = 11707? (45)

Der Einfluss der Mondgravitation macht dabei einen sehr geringen Anteil aus. Lisst man
den Term fiir die potentielle Energie des Mondes weg, so ergibt sich eine Mindestge-
schwindigkeit, die um 107 héher ist.

Aufgabe 5

a) Er muss sich schneller bewegen als der Mond, da er eine grokere Gravitationskraft
ausgleichen muss.

b) Fiir eine stabile Bewegung muss gelten

FGravitation = FZentripetal (46)
2
mM  mv
e G— =
T T
GM
=S Uv =
T

(%) GM’I“l 1
V1 V roGM 72 (47)
c) Driicke die Geschwindigkeit, die ja nur aus der Tangentialgeschwindigkeit besteht,
durch die Periodendauer aus und setze das Ergebnis in Gleichung [47] ein.

2
Uzu}erﬂ'szLf (48)
T
V2 _ 2mroTh _/n
V-1 2T27l’7“1 79
Tl 7“1
— —= 49
T rg’ (49)
d) Setze die Angaben in Gleichung
Tsat _ Tsat
Trond Tr?;lond
Tgat
= Tsat = Tmond 3
mond
6,3703 - 1018m?
Tyar = 27 - 24h\/ RTINS 1,4h (50)



Aufgabe 6

a) Die Losung folgt aus der Giiltigkeit der Drehimpulserhaltung und der Energieer-
haltung. Stelle zunichst eine Gleichung iiber die Gesamtenergie in diesem System

auf:
M 1 .
E=Fpt+ Fain= G Tm + mE i) (51)
—_——— |

von Epot=— [dr-F  Da v?=v2+v3 in Polarkoord.

Da E konstant ist muss die Differenz aus der Gesamtenergie im Perihel und der im
Aphel 0 ergeben:

1 1 1 : : . .
0= ~Gagm (-~ L) 4 gm(rhip — 4+ %~ )=
TP TA 2 ——
=0 da Radialbeschl. im Perihel u. Aphel 0
1 1 1
=-GMs|— - — ~(vh — 04 52
s(m ) gl (52)

Weiterhin gilt die Drehimpulserhaltung:
L =rp=mor (53)
Der Drehimpuls im Aphel entspricht dem im Perihel

Mrpup = MTAVA

ey =00 (54)
vA

Setze nun Gleichung [54]in Gleichung [52] ein:

_ i_ VA 1 2 2
0= GM5<TP 7"P'UP>+2(UP V%) (55)

Lose mit Mitternachtsformel

—GM G2M3 —GM 1
sk [5G 2 (252 1 o

rpup Tp
vA = (56)
-1

Einsetzen ergibt folgende 2 Losungen
v = 5,803 - 1032 (57)

s
vy =7-10*2 (58)

s

vy ist die Angabe der Geschwindigkeit im Perihel. Daher muss v; die Geschwindig-
keit im Aphel sein. Setze v1 in Formel [54] um r 4 zu berechnen:
TpUpP
VA

rp = = 5,939 - 10''m (59)

10



Die Exzentrizitdt berechnet sich geméfs der Formel:

e="A"TP _ (845 (60)
TA+ TP

b) Offensichtlich steht bei Gleichung [60|im Zahler wie auch im Nenner die Einheit m.
Daraus folgt unmittelbar, dass e dimensionslos sein muss.

11
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