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3.1

ZYKLISCHE KOORDINATEN

a) Einschrankung der Masse m; auf horizontale Bewegung, sowie des

b)

c)

Relativabstands der zwei Punktmassen (Pendelldnge 1) resultiert in
zwei verbleibenden Freiheitsgraden. Wenn man das System durch die
Auslenkung des Schlittens (x) und den Winkel des Pendels zum Lot (0)
wie in der Abbildung beschreibt lassen sich die Positionen (ry, r2) und
Geschwindigkeiten (i, i2) der beiden Massen wiefolgt angeben:
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Mit kinetischer Energie

23 = Dh 4 T2 (¢ + 120 — 210k cos(0))  (3.3)
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und potenzieller Energie (Federsystem und Gravitation)

k k
V= E(—x)2 + EXZ — mylgcos(8) = kx* — mylg cos(0) (3.4)

ergibt sich die Lagrangefunktion zu

L= w;& + %1292 + myl(g — x6) cos(8) — kx? (3.5)
Es gilt:
oL . ;
Px = 3 = (M1 +ma)i — malé cos(0) (3.6)
oL ) .
Po = % =m,1°0 — mylx cos(0) (3.7)
k2 0)
L= wxz + %1292 +myl(g — x0) cos(0) — kx? (3.8)

Es gibt keine zyklische Koordinate und daher auch keine Erhaltungs-
grofen.
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d)

3.2

a)

b)

x is eine zyklische Koordinate und das System ist somit translation-
sinvariant in x-Richtung. Die entsprechende Erhaltungsgrofie py
entspricht dem Gesamtimpuls (m; + my)% — m,10 cos(0) des Systems
in x-Richtung.

Die Euler-Lagrange Gleichung fiir 6 lautet:

doL oL . ) _
dtas 20— 10 — X cos(0) + gsin(6) =0 (3.10)
Die Euler-Lagrange Gleichung fiir x lautet:

d oL oL

— ——— = (My+m)x—m,10 cos(0)+m,16% sin(0)+2kx = 0 (3.11)
dt ox 0x

Approximieren der Winkelfunktionen (cos 6 ~ 1, sin(0) ~ 6) gibt:

(my 4+ mo)% 4 2kx = m,1(6 — 6%0) (3.12)
10+ g0 =% (3.13)
Beide Gleichungen entsprechen somit der gewiinschten Form. Es

handelt sich um ein System gekoppelter nichtlinearer (620 Term) Dif-
ferentialgleichungen das eine Art erzwungene Schwingung beschreibt.

EICHINVARIANZ DER LAGRANGEFUNKTION

Die “originale” Lagrangefunktion sei L = mv?/2.

N\ 2 =
U= (5+V) = Dot me- Vo 22 (3.14)
d - M
=L+ (mw+ v t) (3.15)

siehe auch Landau & Lifschitz, Mechanik.

Aufgrund der Homogenitiat des Raumes und der Zeit kann die La-
grangefunktion eines freien Teilchens weder vom Ortsvektor ¥ noch
von der Zeit t abhdngen. Aufgrund der Isotropie des Raumes kann die
Lagrangefunktion auch nicht von der Richtung der Geschwindigkeit
V, sondern nur mehr vom Absolutwert v abhdngen. Die funktionale
Abhingigkeit von v wurde (fast) schon in a) gezeigt — es ist v* die
einzige Losung, welche mit einer Galileitransformation kompatibel
ist, im Sinne dass eine totalen Zeitableitung d/dt (MFV + mV2t/2)
eine Galileitransformation bewerkstelligt (sieche Landau & Lifschitz,
Mechanik).

Eine Alternativlosung, wenn man die Newtonschen Bewegungsgle-
ichungen als Ausgangspunkt nimmt, wire zu priifen welcher aller

moglicher Terme L = af™, bV™, c¢T - V,... zu den Newtonschen Bewe-
gungsgleichungen fiihrt.



3.3 LEGENDRE TRANSFORMATION

a)
L= %1292 +mglcos 0 (3.16)
a]_ 24 . pe
=— = = . 17
Po 0 ml‘e — 06 - (3.17)
~ - ‘pe .
L(6,pe) = i mglcos © (3.18)
H(elpelt) :pee—f-(e/pe/t) (319)
Po
= —_ I, .2
i mglcos 6 (3.20)
b) m
L= 3#2 — q@(7,t) + qFA(F, t) (3.21)
_ oL . . Pi—qA
pi = o mr +qA;  — Ty = Y (3.22)
3
H(ry, pi,t) = Z piti — L(ri, pi, t) (3.23)
i=1
3 - 2
i — qA(T,t "
—y P QARUR gy (3.24)
= 2m

3.4 ZEITABHANGIGE DYNAMIK

a) Wir wihlen die Position auf dem Buchdeckel &, mit x = &cos«
und z = &sina. Die Potentielle Energie mgz = mgé&sin . Fiir die
kinetische Energie

x = & cosa 2 =E¢sinx (3.25)

und damit T = %miz(sinz o + cos? o) = 2mé?. Damit erhalten wir

L=T—-V= %mzz — mgé sin a. (3.26)

b) Wir berechnen den generalisierten Impuls p; = 9L/ 0é = mé, und
somit

.1, 1
H=7p:&— Eméz + mgé sin o = ﬂpé + mgé sin o (3.27)

was genau die Energie darstellt.

c) Nunmehr ergibt sich

x = & cos o — Eqsin o 2 =&sina + £ cos x (3.28)



und damit T = jm (&? + £2&?). Die potentielle Energie ist weiterhin
V = mgz = mg&sin «, auch am generalisierten Impuls &dndert sich
nichts, pg = mé&.

.1 .
H=p:&— Fm (&2 + £2éc2) + mgé sin x (3.29)
IR ST S :
= zmpa - sz, & 4+ mgésin (3.30)

Das ist aber nicht die Energie des Teilchens T + V.



