LOSUNG ZUM 4. TUTORIUM ANALYTISCHE MECHANIK
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4.1 ROCKET SCIENCE
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Nun ist es einfacher riickwarts vom gegebenen H zu starten:
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Die Taylorentwicklung von H fiir grofie c (oder kleine 1/c) lautet
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und der letzte Term ist die gesuchte relativistische Energiekorrektur.

Wir empfehlen immer, solche Beispiele auf die fundamentale Pois-
sonklammer {qi, pj} = 8i; zurtickzufiihren. Die weiteren Glieder der
Taylorentwicklung bestehen auch aus geraden Potenzen von p. Um zu
zeigen dass die Poisson Klammer von L, und H verschwindet, gentigt
es also zu zeigen dass

{p? L} =0, (411)

da zB. {p* L.} = 2p*{p? L,}. Das ist (mit dem komplett antisym-
metrischem Levi-Civita Symbol ejji)

{PiPi, €2k 5P} = 2piezkpripi ;) (4.12)
= 2€e5kpipk (—dij) (4.13)
= —2€,xpjpx =0, (4.14)



Null, da €,jx antisymmetrisch in (j, k), aber p;px symmetrisch in
(3, k) ist. (Explizite Losungen ohne Indexnotation sind nattirlich auch
korrekt.)

4.2 3-ATOMIGES MOLEKUL

a) Die Einschrankung auf eine Dimension kann als holonom-skleronome
Zwangsbedingung aufgefasst werden. Weiters ist das System konserva-
tiv. Damit lassen sich Lagrangefunktion und Hamiltonfunktion direkt
angeben (alternativ ldsst sich hier wieder eine Legendretransformation

"iben"):
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Mit den generalisierten Impulsen ldsst sich eine Legendretransforma-
tion ausfiihren:
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b) Wir bestimmen die Bewegungsgleichungen des Systems:
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Wir ersetzen hier die kanonischen Impulse um statt 6 DGL 1.0rdung, 3
DGL 2.0rdnung zu erhalten. Daraus ldsst sich mit dem Ansatz

xi(t) = ciet®t (4.30)

folgendes Gleichungssystem anschreiben:

w2k _k
v —:ml 2 'k Ok “l
—X —w%fmz —m | e =0 (4.31)
0 — —wi+ o]\

Nicht-triviale Losungen erfordern das Verschwinden der Sakulardeter-
minante:
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Wir lesen die erste Eigenfrequenz einfach ab:

k
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und bestimmen die anderen beiden aus:
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Zur Interpretation der Fundamentalmoden setzen wir die erhaltenen
Frequenzen ein und bestimmen die Koeffizienten c;:

L)w=w
cg=-—c3 und ¢, =0 (4.38)
Auflere Atome schwingen gegenphasig mit gleicher Amplitude
um das ruhende mittlere Atom.
L )w=uw;
Ci1 =C=2¢C3 (439)
Ruhende Atome / Translation aller Atome (ohne Relativbewe-
gung).
I ) w = ws

m
c1 = —2—1“2102 und ¢; =¢3 (4.40)
Hier schwingen die Auferen Atome gleichphasig mit der selben
Amplitude wéhrend das mittlere Atom relativ dazu gegenphasig
mit eben jener Amplitude schwing die dafiir sorgt dass der
Schwerpunkt unbewegt bleibt.
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4.3 PHASENRAUMPORTRAIT DES TEILCHENS AUF EINER HUGEL-
LANDSCHAFT
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Die Entwicklungen des Hamiltonians um xg + x sind
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xo=0: Hz%+1—% (4.49)
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Xo=T: Hm%—l—i—% (4.50)
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xozg: H%pz—x (4.51)
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xo:—g: H;:zpz—&-x (4.52)

Damit lauten die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen p =
—0H/0x und x = 9H/0p

x0=0: p=x, Xx=p (4.53)
Xg =Tr: p=—x, X=Pp (4.54)
xozgz p=1, ng (4.55)
X0 = —g L op=-1, %= g. (4.56)
Fiir grofse p ist der Term % m viel wichtiger als mg cos(ax).

Wir erhalten daher “fast” ein freies Teilchen — ein Teilchen dass
einfach tiber die Hiigellandschaft hinweglauft. Alle x oc p, und
sind damit riesig grof3, wahrend alle p von der GrofSenordnung 1
sind.

¢) Damit konnen wir nun folgendes Diagramm zeichnen:
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Wichtig ist der Fixpunkt an x =  (die Ellipse — der Massepunkt
rollt unten hin und her), die Separatrizen — welche Phasenraumge-
biete mit unterschiedlichem Verhalten voneinander trennt, an
x = 7 (das Kreuz — die Kugel rollt von oben in eine Richtung),
und die fast geraden Linien fiir grofse p — das Teilchen lauft {iber
die Hiigellandschaft hinweg. (Beachte: Trajektorien fiir grofie p
sehen ein bisschen komisch, geschwungen aus, denn p ist nicht
der mechanische Impuls mv sonder der kanonische!)

SPASS MIT POISSON KLAMMERN

Beweise der Jacobi Identitit gehen auch eleganter, aber wir
rechnen explizit, mit folgender Kurznotation:

_ o

fa= 5" (457)
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Eab = 5 50 (4.58)

Ohne Einschréankung der Allgemeinheit beschranken wir uns auf
eine Dimension (g, p).

{A, B} =A4B, —A,Bq (4.59)
{A,{B,C}} = Aq(BqCp —BpCqlp —Ap(BqCp —BpCqlq  (4.60)
Damit berechnen wir:

{A{B,CH} =Aq(BgpCp +BqCpp —BppCq —BpCaqp) = Ap(BqqCp +BqCqp —BgpCq —BpCqq)

(4.61)

{B{C, A} =Bq(CqpAp + CqApp — CppAq — CpAqgp) —Bp(CqqAp + CqAgp — CqpAq — CpAqq)
(4.62)

{CAA, B} = Cq(AqpBp + AqBpp — AppBq —ApBgp) — Cp(AqqBp + AqBgp —AqpBg — ApByq)
(4.63)



Aufsummieren der obigen Ausdriicke ergibt die gesuchte Iden-
titat:

{A,{B,C}} +{B,{C,A}} +{C,{A,B}} =0 (4.64)
b)
{Le, y} = {exjkTipPr, Ty} (4.65)
= €xjkTj (—dxy) (4.66)
= —€xjyTj (467)
= ExyjTj = 2 (468)
{Ly, Pz} = {eyjkTiPr, Pz} (4.69)
= €yjkPrdjz (4.70)
= €yzkPk = Px (4.71)
c)
(L., L} ={ez4jTipj, exxarxpu) (4.72)
= €ijPjExklTkOil — €21jTi €xk1P10jk (4.73)
= —€zj1PjExkITk T €zikEx1kTiP1 (4.74)
= — (02x0jk — 82k 05x) TkPj + (82811 — 0210ix) TiPL
(4.75)
=TzPx — TxPz = €yijTiPj = Ly (476)

Analog lasst sich generell zeigen:
{Li, L} = eyl (4.77)
Wir nehmen an, dass L, und L, erhalten sind:
{Le, H} ={Ly,,H} =0 (4.78)

und benutzen die Jacobi-Identitit:

0 = {Lx, {Ly, H}} + {HALs, Ly}} + {Ly, {H, Ly} (4.79)
=0+ {H,{L, Ly} +0 (4.80)
= {H,L.} (4.81)

d) Die Hamiltonfunktion des Systems ldsst sich in Kugelkoordinaten
wie folgt anschreiben:

1 p2 p%b e—Bmr
(4.82)

Die z-Komponente des Drehimpulses in Kugelkoordinaten ergibt
sich zu:

L, = xpy — Ypx = M(xy — yx) = ... = mr?sin®(0)p = py, (4.83)



In den gewdhlten Koordinaten ist besonders leicht zu erken-
nen dass die Poissonklammer mit der Hamiltonfunktion ver-
schwindet:

1 P3 P3 e Pmr
L, H = — (pryPo g TP ) 542 _
L., H) {p¢,2m(pr+r2+rzsin2(e)) ag?S——1 =0
(4.84)

Das Betragsquadrat des Drehimpulses L2 lasst sich in Kugelkoor-
dinaten als pj + p?, / sin®(8) schreiben.

n?(0)’ 2m 2 12sin%(0)
(4.85)
_ 1 {3+ Po_ o, P b =0 (4.86)
= 2mez \Po sin2(0)""° ' sin2(0)) '




