5. TUTORIUM ANALYTISCHE MECHANIK VU, 18.01.2022

5.1 IN ERINNERUNGEN PENDELN

a) Da sich das Pendel mit Lange 1 entlang eines Kreises dieses Radius

bewegt, lautet die Zwangsbedingung an die kartesischen Koordinaten:

X +y? -1 =0. (5.1)

Eine geeignete generalisierte Koordinate ist der Auslenkungswinkel
des Pendels ¢. Messen wir diesen relativ zur Ruhelage, so gilt:

X sin(¢) >
=1 52
<y) (— cos(¢) 5-2)
Diese Definition erfiillt die Zwangsbedingung:

x* 4+ y? — 12 = 1(sin®(@) 4 cos?()) —12 =0 (5.3)

Wir berechnen den normierten Einheitsvektor e,:

T or 1 (cos(e)\ ( cos(o)
¢ = Noe N (sin((p) = —sin(o) (5-4)
Die Newtonsche Bewegungsgleichung miissen wir nun um eine

Zwangskraft FR erweitern, welche normal auf den oben gefundenen
Einheitvektor e, steht. Somit ergibt sich:

mi = —mgey + FR (5.5)

Wir projizieren nun diese Gleichung auf e,,. Mit

e, e, = (g) . (g?;ﬁ;) =sin(¢) (5.6)
. (;%) (Snia) o
¢)

cos(g)
) () )
+ ¢ cos(p) cos(¢)
o) cos((p) + @ sin(@) ) . (sin((p)) 69
= 1p(sin®(¢p) + cos?(p)) = 1§ (5.10)

folgt fiir die Projektion der Gleichung auf e,:

mlyp = —mgsin(e) (5.11)
= ¢ = —% sin(¢) (5.12)

Das ist die bekannte Bewegungsgleichung des nichtlinearen Pendels.

;(p‘ | /
— [-mgy

Skizze des Pendels

R
N




b) Wir leiten dieselbe Gleichung tiber den Lagrange-Formalismus her.
Zunichst stellen wir die Lagrangefunktion auf:

mi?

L:T—V:T—mgy (5.13)
= 26 +9%) —mgy (5.14)
= TP sin’(¢) +cos’(¢)) —mgy  (5.15)
= ml;(pz -+ mglcos(g) (5.16)

Nun schreiben wir die Euler-Lagrange-Bewegungsgleichung fiir ¢ an:

oL d oL . d 2.
T mglsin(@) + a(ml ) (5.17)
= mglsin(@) + ml?¢ =0 (5.18)
= §= —% sin(¢) (5.19)

Wir kommen im Lagrange Formalismus sehr viel schneller auf die
Bewegungsgleichung.

c) Fiir die Herleitung der Bewegungsgleichung im Hamilton-Formalismus
folgen wir den bekannten Schritten:

* Bestimmen des kanonischen Impulses p, (@, ¢,1):

oL
0,t) = — = ml?%q 2
Pol®, ¢, 1) 30 ml°¢ (5.20)

e Ausdriicken von ¢ als (@, pe, t):

Po =Ml = ¢(9,pe t) = £ (5.21)

® Durchfiihren der Legendretransformation auf H(@, p, t):

H=0(¢,pe, tIpe —L(@, ¢(pe), t) (5.22)
P Pg
—Fo Po
Z omp mglcos(¢) (5.23)
P2
- Po _
2 mglcos(o) (5.24)

* Bestimmen der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen:

SCLUN I (5.25)
ope ml
=P =ml%¢ (5.26)
OH .
Po = “3e = —mglsin(¢) (5.27)
= = —%sin((p) (5.28)



5.2 SPASS MIT DREHIMPULSEN

a) Die Definition der Poisson-Klammern lautet:

B of ag  of 9g
{f,9lap =) (aqi TR aqi) (5.29)

i

Mit dieser berechnen wir nun {L,, L }; , wie folgt:

{Lo, Lyt p Z,(;)riexjkfjpka;GyLmTlpm (5.30)
0 0

~ 3p; S9KTIPR g SulmTiPm (5.31)

=04 €xjkPrkOimEylmTL — ik €ExjkTjOil€EYyLmPm (5.32)
=€xik€yliTIPk — €xji€yimPmTj (5.33)

= — €ixk€iylTIPk + €ixj€iymTjPm (5.34)

= — (8xy Okt — Ox1dky ) T1PK (5.35)

+ (Oxydjm — dxm iy )T Pm (5.36)

=Py —TyPx = Lz (5.37)

b) Nun berechnen wir die Poisson Klammer zweier beliebiger Drehimpuls-
Komponenten mittels fundamentaler Poisson Klammern:

{Li, L} ={letumTiPm, €jstTs Pt} (5.38)
:eilmejst{rlpm/rspt} (5.39)
=€itm €jst {TPm, Ts}Pt + Ts{rPm, Pi}) (5.40)
=€itm€jst M{Pm, Ts Pt + {11, PeJpml] (5.41)
=€ilm€jst (—T1dmsPt + TsO1tPm) (5.42)
=€um(€jsthPm - €jmtT1Pt) (5.43)
=(01s0mj — 8ij0ms)TsPm + (81501c — d1¢d1j)Tipe (5.44)
=Tipj — PiTj = €ijkLk (5.45)

Das letzte Gleichheitszeichen kann durch Einsetzen in die Indizes
tberpriift werden.

¢) Nun berechnen wir {L?, L;} zuerst allgemein und dann fiir i = z:

{1, L} = (L, L) (5.46)
= 2L4{L, Li} (5.47)
= 2].1 ejik]—k =0 (548)

da die Indizes (j, k) einmal symmetrisch und einmal antisymmetrisch
vorkommt. Explizit ist

2Lj €jikLk = L]' Lke]-ik + LkL]‘Gki]‘ = Lj Lkejik — LkI_]' €jik = 0 (549)

Daraus folgt dann auch speziell fiir i = z, dass {12,1,}=0.



5.3 GRAVITATION IN 3D MIT POISSON

a) Fir kartesische Koordinaten in Indexschreibweise (Summenkonvention
beachten!) erhilt man fiir die z-Komponente des Drehimpulses:

L, = €zkTjpx (5.50)
1 K
{Lz, H} = {ezjxTjPK, PP m?} (5.51)

1 1
= Rezjkpk{rjrpipi} — mKezjkri{px, ;} (5.52)

Hierbei haben wir die Linearitédt der Poissonklammern sowie die Eigen-
schaften der fundamentalen Poissonklammern benutzt. Betrachten wir
zundchst den 1.Term in 5.51 unter Anwendung der Produktregel:

1 1 1
a%;‘kpkpi{ﬁ,pi} = Hezjkpkpiéij = Hez]‘kpkp)’ =0 (5.53)

Dieser Beitrag verschwindet aufgrund der Antisymmetrie des Levi-
Civita Symbols. Der 2.Term in Gleichung (5.51) liefert unter Verwen-
dung des Hinweises
T
€25k 7‘; =0 (5.54)

und verschwindet ebenfalls durch die Symmetrie der indizes (j, k) in r
und deren Antisymmetrie im Levi-Civita Symbols.

Betrachten wir nun das Quadrat des Drehimpulses,

% =LiL; (5.55)
= €jkTjPkE€ilmT1IPm (5.56)
= (0510km — Ojm kL) T PKTIPm- (5.57)
1 K
{LZ, H} = {rim"iPmPm — TmPmT1PL Rpipi — mm} =0 (5.58)
1 K
={rmpmpm, Rpipi} —{"TPmPm, m;} (5.59)
1 K
—{TmPmTiPL Rpipi} + {TmPmTipL, m;} (5.60)
1 1
= Hpmpmn{n,pipi} —4AmKrrpmipm, ;} (5.61)
1 1
- Epmplfm{ﬁ, PiPi} +4mKr mipm{pL, ;} (5.62)
2 T
= nflpmpmnpi{n,pi} — 4mKnnme%f (5.63)
2 T
- apmplfmpi{mpi} + 4mKTmT1PmT% (5.64)
_2 ) ~0 (5.65)
- mmemT1P1 mptplePm - .

Die Rechnung fiihrt ebenfalls dazu, dass die Poissson Klammer von L2
mit H verschwindet und somit das Quadrat des Drehimpulses erhalten
ist.



b) Nun in Kugelkoordinaten:

1 ¥
(Lo H) = pg 5 (pr+p—9+ ¢

K

Durch die geschickte Wahl der Koordinaten erkennt man sofort, dass
L, erhalten ist, da in H die Variable ¢ nicht vorkommt. Auch fiir >
benotigen wir keine lange Rechnung:

2
(L% H) = (3 + 7y Ly +p9+p7¢)_m§} 567

n20’ 2m 2 125in?(0)
1, P Pz
= 52 {po + 28 25 =0, (5.68)
da die Poissonklammer antisymmetrisch ist, also {x, x} = —{x, x} =

5.4 POISSON UND EIN STEIN

a) Wir berechnen zunéichst die Poissonklammern:

P

{z,H} ={z, m t mgz} (5.69)
_ 1. _r
= om 2p{z,p} = o (5.70)
2
{p,H} ={p, ;71 + mgz} (5.71)
=mg{p,z} = —mg (5.72)

b) Nun zur Lésung der Bewegungsgleichungen. Zunichst berechnen wir
die Taylorreihe

2 3
exp (t{s, H(zo, po)}) = (1 o Hy - Ll HE 4 Sl P ) .

Nun setzen wir iterativ in die hoheren Potenzen von {e, H} ein.

20\ _ [z
fo 1) (;;) _ {(po) Hizo,po)} (5.73)
_ (Po/ m), (5.74)

wie wir schon in a) berechnet haben.

(o, 1 (po) = {{(;2) H(zo,p0)}, Hizo,po)}  (575)
= {(m/m> rH(ZOrPO)} (5.76)

mg

= (‘09) (5.77)



was auch aus a) folgt. Alle weiteren Poisson Klammern

{(3) om0

verschwinden nun, da g (und auch 0) Konstanten sind. Damit ist in
diesem Fall die Exponentialfunktion exp (t{e, H(zo, po)}) exakt durch
die ersten 3 Terme der Taylorreihe gegeben, und die allgemeine Losung

lautet " y )
z(t)\ _ (2o Po/m Y (=9
(p(t)) - (p) Tt (_mg) ! (0 ) 578)



