2. TUTORIUM ANALYTISCHE MECHANIK VU, 13.12.2022

2.1

GEDAMPFTER OSZILLATOR

Der geddmpfte harmonische Oszillator folgt der Bewegungsgleichung:

d?>x  2dx

und ist ein nicht-konservatives System. Die Lagrangefunktion ist hat dann
im Allgemeinen nicht mehr die einfache Gestalt L =T — V.

a)

b)

Nehmen Sie an, dass im gedampften Oszillator sowohl die kinetische
Energie T als auch die potentielle Energie V exponentiell gedampft
werden, und dass man somit L(x, %) = [T(x) — V(x)]e~*t direkt hin-
schreiben kann. Bestimmen Sie o sodass sich mit diesem Ansatz aus
der Euler-Lagrange-Gleichung die Bewegungsgleichung (2.1) ergibt.

Losung:

Mit T und V eines ungeddampften harmonischen Oszillators ldsst sich
die Lagrangefunktion schreiben als

1 1
L(x, %, t) = Em)'cz — Emw%x2 et (2.2)

Einsetzen in die Euler-Lagrange Gleichung liefert:

(mx — amx) e *' + mwixe ' =0 (2.3)
% — ok + wix =0 (2.4)
Daraus lasst sich ablesen, dass « = —2 gewihlt werden muss.

Setzen Sie jetzt den Ansatz
x(t) = y(t) (25)

in die Bewegungsgleichung (2.1) ein, um eine Bewegungsgleichung
fiir y(t) zu erhalten. Wie lautet die Lagrangefunktion L(y,y), die
eingesetzt in die Euler-Lagrange-Gleichung diese "einfachere" Bewe-
gungsgleichung ergibt? Verifizieren Sie ihre Antwort indem Sie die
Euler-Lagrange-Gleichung in y fiir L(y, ) berechnen.

Losung:

Ableiten von (2.5)) liefert:

oo 1 oo 2.1
XxX=e = <yT), X=e 7 (yTerﬂczy) (2.6)

Diese Terme konnen nun in (2.1) eingesetzt werden. Die Bewegungs-
gleichung vereinfacht sich auf folgende Form:

y 1
g+ (wh-5)u=0 @)

—_——
—2
=wj
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Dies entspricht genau der Bewegungsgleichung eines ungedampften
harmonischen Oszillators. Daher ist folgende Vermutung fiir die
Lagrangefunktion naheliegend:

1 1
Liyy) = Emy2 - Emw%yz (2.8)

Einsetzen in die Euler-Lagrange Gleichung bestitigt diese Vermutung.
¢) Driicken Sie nun in L(y,y) das y(t) und y(t) durch x(t) und x(t)
aus um eine Lagrangefunktion des geddmpften Oszillators L(x, x) zu

erhalten. Verifizieren Sie auch hier ihr (zu (a) verschiedenes) Ergebnis
indem Sie die Bewegungsgleichung (2.1) aus L(x, %, t) berechnen.

Losung: Aus (2.5) folgt:
t t 1
y(t) =exx(t), ylt)=e~ (x + TX) (2.9)

Durch Einsetzen in die in b) gefundene Lagrangefunktion L(y, () und
ausquadrieren erhdlt man

. 1 2L | .2 2 . 2 2 2
L(x,x,t) = Fmes {x + ;xer <T2 —wp | x (2.10)
Einsetzen in die Euler-Lagrange Gleichung liefert die urspriingliche
Bewegungsgleichung.
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FIGURE 2.1: Losungen der BWGLs fiir x(t) und y(t) mit wg =1 und 1 =5

2.2 TEILCHEN AUF DER KUGEL

Ein Teilchen der Masse m bewege sich reibungsfrei auf einer Kugel mit
Radius R zwischen zwei Punkten P4 = (04, da) and Pg = (0, ) (Gravi-
tation wird vernachldssigt). Sie konnen ihr Koordinatensystem so wahlen,
dass beide Punkte auf einem Langenkreis liegen (i.e. dao = ¢¢) um das
Problem effektiv eindimensional in 8 zu machen. Lagrangefunktion L und
Bewegungsgleichung des Systems ergeben sich dann zu:

L=TR(?) =  8=0 @11)




a) Losen Sie die Bewegungsgleichung mit den Randbedingungen 6(0) =
0a und 6(t) = Og. Zeigen Sie, dass es fiir die meisten 64 und 6p
abzihlbar unendlich viele Losungen gibt (unter der Annahme, dass
beliebig hohe Geschwindigkeiten moglich sind). Fiir welche 64 und
O existieren iiberabzihlbar unendlich viele?

b) Berechnen Sie die Wirkungen

Sp = JT L(0,.(t),0,(t),t)dt (2.12)
0

fur zwei verschieden der Losungen aus (a) um zu zeigen, dass diese
verschieden sind.

c) Jetzt betrachten wir einen unphysikalischen Pfad (6, ) der durch e

parametrisiert sei:
Oc(t) _ T+ wnt
(d>e(t)> B <e2t(T — t)) (2.13)

Da nunmehr auch Bewegung in ¢-Richtung zugelassen ist, miissen Sie
auch diese Komponente in L beriicksichtigen:

m
2

Fiir welchen Wert von € wird die Wirkung extremal? Interpretieren Sie
ihr Ergebnis.

L= —R* (6% + $*sin?(0)) (2.14)

Losung:
a) Zuerst 16sen wir die Bewegungsgleichung:
0=0 = 0(t)=wt+0 (2.15)
Aus den Randbedingungen folgt:
0(0)=069=0a , O(t)=wTt+64 =0 (2.16)

Da jedoch die Kreisoberfldche periodisch in 6 ist, lassen sich abz&hlbar
unendlich viele Punkte als 0¢ identifizieren: 0 = 0 +27m, n € Z. So
ergeben sich auch abzéhlbar viele Moglichkeiten fiir das w:

O — O +2
0, (T) = WnT+6a =0 +2n = wn:%—*—nn (2.17)

Falls die beiden Punkte auf gegentiberliegenden Polen der Kugelober-
flache sitzen, gibts es sogar uberabzdhlbar viele Losungen, da das
gesamte System zusétzlich noch symmetrisch in ¢ ist.

b) Wir berechnen nun die Wirkung S:

S, = r L(0n(t),0n(t), t)dt mit 0,(t) = wnt+0a (2.18)
0

T RZ
Sy = J T R202 dt = DR2wit = 2 (0 — 04 +27n)*  (2.19)
0 2 2 2t

Im Allgemeinen hingt die Wirkung S,, davon ab, wie oft die Kugel
umrundet wird, also von n.



c) Wir betrachten nun einen unphysikalischen Pfad, der folgendermafien
parametrisiert wurde:
Oc(t) _ 72l + wnt
(o) = (B&E2) 220

Die Lagrange-Funktion ergibt sich zu:

R . . R?
L= mT(eZ 1 §2sin? Q) = m?(wf1 + €*(t —2t)%sin? (g + wnt)
T T RZ R2 T
S(e) = J L(e)dt = J Lwﬁdwmiezj (T — 2t)%sin (E + wnt> dt
0 0 2 2 o 2
S(0) >0

Da sich das 2-te Integral als grofier 0 abschétzen lasst, liegt das Mini-
mum der Wirkung bei e = 0.

2.3 GELADENES TEILCHEN IN ELEKTROMAGNETISCHEN FELDERN

Betrachten Sie ein Teilchen (Masse m, Ladung q) in einem homogenen
elektrischen E = Ee, und magnetischen Feld B = Be, (elektrostatisches
Potential ® = —Ey, Vektorpotential A = Bxe,).

a) Schreiben Sie die Lagrangefunktion L des Systems an und bestimmen
Sie die Euler-Lagrange Gleichungen.

b) Zeigen Sie, dass die allgemeine Losung fiir E = 0 eine gleichméfige
kreisformige Bewegung in der (x,y)-Ebene ist.

c) Zeigen Sie, dass die allgemeine Losung fiir B = 0 eine gleichformig
beschleunigte geradlinige Bewegung in y-Richtung ist.

d) Wie sieht dann die allgemeine Losung fiir E, B # 0 qualitativ aus?
Finden Sie Anfangsbedingungen fiir:

(I) Das Teilchen bewegt sich manchmal entgegen der Richtung von E.
(I) Das Teilchen kommt manchmal zum Stillstand.

Visualiseren sie schematisch die jeweiligen Trajektorien!

Losung:
a) Die Lorentzkraft Fi = q(E + v x B) lasst sich durch ein Potential V
beschreiben, sodass F| = —VV.

E:—Vd)—aa—‘l:, B=VxA (2.21)
VXV XxA=V(v-A)—(v-V)A (2.22)
FL=—q(VD®+ % + (v-V)A-V(v-A)) (2.23)
N
=4dA_9



b)

c)

d)

damit kommen wir auf unser Potential V = q(® — v - A) und unserer
Lagrangefunktion L =T —V = Imv* + q(v- A — @).
womit wir drei Euler-Lagrange-Gleichungen erhalten

mvy + qBvy —qE =0 (2.24)
mv, — qBvy =0 (2.25)
mv, =0 —=z=v,ot+ const. (2.26)
FirE =0: . .
. q . q
Vy ==V Y=y (2.27)
) m . . m
Vy q—va , Vy qu X (2.28)
B\? B\’
By = — (q> Ve, Uy =— (q) vy (2.29)
m m
—— —
w? w?

vy = Csinwt+Dcoswt , vy=-Dsinwt+ Ccoswt  (2.30)

bzw. explizit fiir x,y:

C D
x = —— cos wt + — sin wt + const. (2.31)
w w

D C
Yy = — coswt + — sin wt + const. (2.32)
w w

Wir sehen, dass das einer gleichméfSiigen Kreisbewegung in der (x,y)
Ebene entspricht.

Fur B =0:

vy = JE vy, = %Et + comst. (2.33)

9
m
und vy, =0,v, =0.

Damit folgt eine gleichmafSig beschleunigte Bewegung in y-Richtung.

Fiir B, E # 0 erhalten wir die inhomogene DGL:

Py + WP, = (%)2 BE (2.34)

Die homogene Gleichung haben wir bereits geldst, als Partikularlosung
versuchen wir den Ansatz v, = const.:

2 2
0+ Tpry = T pg yy =L (2.35)
m m B

Durch Addition von homogener und partikuldrer Losung erhalten wir
schliefSlich .

vx = Csinwt + D cos wt + B (2.36)
Fiir y bleibt die DGL homogen, auch da haben wir die Losunge bereits

errechnet:
vy = —Dsinwt + Ccos wt (2.37)

5



in Ortskoordinaten

E
x = axcos wt + B sin wt + Et + const. (2.38)
Yy = —f cos wt 4+ asin w + const. (2.39)
wobei wir durch die Anfangsbedingen & = v, o/w und = W

bestimmen. Aus den Anfangsbedingungen v,y =0, vy = 0 folgt
E E
Vy = g(l —coswt) , vy = B sin wt (2.40)

Wir sehen dass periodisch fiir wt = 2nm — v, =v, =0, also II) erfillt
ist und fiir wt € ((2m + 1)7, (2m + 2)7) — v, < 0, also I) erfiillt ist.
Mitxg =0,yo =0

x=r(wt—sinwt) , y=r(1—coswt) (2.41)

erhalten wir die Gleichungen eines Zykloids, wobei r = £ den Radius
dieses Zykloids bestimmt.
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FIGURE 2.2: Zykloide Bewegung des Teilchens.
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