4. TUTORIUM ANALYTISCHE MECHANIK VU, 17.01.2023

4.1 POISSON KLAMMERN

Zeigen Sie, dass in Hamiltonschen Systemen die Produktregel fiir Zeitableitung
auf Poisson Klammern von beliebigen Phasenraumfunktionen f(n, t), g(n, t)
gilt, i.e.

d . )

Was folgt daraus wenn sie fiir ein System bereits zwei Erhaltungsgrofien
(%f =0und %g = 0) kennen?

Losung:
Da f(n, t) und g(n, t) beliebige Phasenraumfunktionen sind, gilt:

d 0

Nun konnen die beiden Terme auf der rechten Seite der Gleichung separat
betrachtet werden:

{{f, g, H} = —{{H, f}, g} = {g, H}, T} = {{f, H}, g} +{f, {g, H}} ~ (4.3)

Hierbei wurde im ersten Schritt die Jacobi-Identitit und im zweiten die
Antisymmetrie der Poisson Klammern ausgenutzt. Der zweite Term kann
folgendermafien umgeformt werden:

d *f dg 9 ag of g  of d’g
0. dg dg | of _of 44
at{f/ g} Z (atan ap) atapj aq) + an atapj ap] ataq)> @4

_[of dg
~{srof+ {5 2

Die Reihenfolge der partiellen (!) Ableitungen kann aufgrund des Satzes von
Schwarz vertauscht werden. Schlussendlich erhélt man
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Falls f und g Erhaltungsgrofien des Systems sind ({Lf = 0und &g = 0),
dann ist auch {f, g} erhalten.

4.2 KANONISCHE TRANSFORMATIONEN

Betrachten Sie die Koordinatentransformation fiir ein eindimensionales
System H(q, p),

(2:6]kpl k,1€R, P :qmpn mneR

a) Wie miissen Sie k, 1, m, n widhlen um die Transformation kanonisch zu
machen? Welche Transformation ergbit sich fiir m=0?
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b) Bestimmen Sie eine erzeugende Funktion vom Typ F;(q, Q). Wie sdhe
eine erzeugende Funktion vom Typ F»(q, P) aus?

c) Unter welchen Bedingungen an o und (3 ist die folgende Transforma-
tion fiir ein eindimensionales System kanonisch?

_ P
Q= q
P =Bq? (4.8)

Bestimmen sie weiters eine erzeugende Funktion zu dieser Transforma-
tion.

d) Betrachten wir nunmehr ein System mit 2 Freiheitsgraden H(q1, q2, p1, p2)-
Ist die Koordinatentransformation

P1—P2
= , P = —
Q1 =q1q2 —
Q2=d1+qa, P, = G2P2— Pt _ (g2 +q1) 4.9)
q2 — q1
kanonisch?

Losung:

a) Eine notwendige und hinreichende Bedingung, dass unsere Koordina-
tentransformationen kanonisch sind, ist die Invarianz der Poissonklam-
mern:

0QOP 0QoP

i _9Kor K oF - k+m—1_1+n—1
1={Q,Plgp = 9qop  2p 24 (kn —lm)q P (4.10)

Aus einem Koeffizientenvergleich ergeben sich 3 Gleichungen:
kn—lm=1 k+m—-1=0 l+n—-1=0 (4.11)

Nun driicken wir 3 der Variablen durch die vierte (in diesem Falle n)
aus:
k=2—n l=1—n m=n-—1 (4.12)

Unsere Koordinatentransformation hiangt nur mehr von einer Variablen
neRab:
Q — q27np17n P= qnflpn (413)

Fiir den Fall, dass m = 0 ergibt sich:
k=1 =0 m=0 n=1 (4.14)
Wir erhalten also Q = qund P =p.

b) Wir bestimmen nun eine erzeugende Funktion des Typs F1(q, Q) zu
der Koordinatentransformation. Fiir die erzeugende Funktion muss
gelten, dass:

_0F p_ oF;

p= a = —m (4.15)



Diese Bedingung setzen wir ein in die Koordinatentransformationen:

L (OR\ T OF1 4 [OF\"
Q=¢’ <aql) P=—a—Ql=q ! (aql> (4.16)

Wir formen die erste Differentialgleichung um und integrieren, um F;
zu bekommen:

oF;
0q
Unsere erzeugende Funktion Fy ist nun eindeutig bestimmt, bis auf

einen Term, der ausschlieslich von Q abhidngen kann. Durch Ableiten
der Funktion F; nach Q und einem Vergleich mit der zweiten Gleichung

in 1i ergibt sich, dass 9€(Q) _ 0, also dass C = const:

1

—(Qq" )T = F=Mm-1(Qq T +C(Q) (417)

aQ
Fi(q,Q) = (n—1)(Qq )T +C (4.18)
Fiir F»(q, P) ergibt sich analog;:
_ 0k _ 0ok

Invertieren und anschlieSendes Integrieren ergibt:

. OoF 1
P=(Pa M =" = F=n(Pq)t +D(P) (4.20)

Erneut leiten wir F, nach P ab und vergleichen es mit der zweiten
Gleichung in (4.19) und stellen fest, dass D = const:

F2(q,P) =n(Pq)™ + D 4.21)

c) Wir ermitteln wieder eine erzeugende Funktion vom Typ Fi(q, Q):

LR, _ O

pP= 2 =720 (4.22)
Fiir die gegebene Koordinatentransformation folgt:
oF oF 1
—1 -1 1 1
= = - - == 4.2
Q=aqp=0aq 5 = F4 = & (4.23)
Nach dem Integrieren erhalten wir:
1 ~
Fi(q,Q) = ﬂquJrC(Q) (4.24)

Durch das Ableiten der erzeugenden Funktion F;(q, Q) nach Q und
Vergleichen mit der zweiten Gleichung in (4.22) folgt:

oF1  ¢*>  oC(Q)

Q  2x ' 2Q
Aus der Gleichung folgt , dass —2af = 1 und dass C = const:

£ P=—pq? (4.25)

Fi(q.Q) = 5-Qa* +C (426
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d) Es handelt sich um eine kanonische Koordinatentransformation, falls
die Poissonklammern erhalten bleiben:

{Q1, P} = 84 {Q1,Q;}=0  {Py,P;}=0 (4.27)
Wir tiberpriifen nun die einzelnen Félle:

2

[Q1,P1] = Z 0Q;0P; 0Q; 0Py 1 -1

= + =1
= 0qi Opi  Opi 0qs @ q2— qi q1Q2—q1

{Q,P2} =0  {Q2,P1}=0 {Q2, P2} =1 {Q1,Q2} =0
[Py, Pyy = (PLP2 g SR AP (g, 4 g, (4.28)
qQ2—q1 q2—q1 j,—/

Wir wenden die Linearitit der Poissonklammer an und verwenden
dabei, dass die Poissonklammer mit einer Konstanten verschwindet
und dass {P1, Q2} = 0. Aulerdem bezeichnen wir den Nenner als

N = —1— mit 2% = N2und 2% = —N2. Die Poissonklammer lautet
nun: q2—q1 q1 q2

{P1, Po} ={(p1 — p2)N, (q2p2 — p191)N}

. oN oN
i=1: (Pl—Pz)aTh'(—ql)N—N'(—P1N+(quz—qlpl)7)

0qs
. ON ON
i=2: (P1—P2)5— - 2N = (=N) - (p2N + (q2p2 — q1p1) 5—)
aqz an

D =N3(—aqip1+ qip2 + P1(d2 — 41) — GaP2 + q1p1 — GaP1+

+qop2 +P2(q2 — q1) — qep2 + qip1) =0 = {P, P} =0

Nach einigen Rechnungen ergibt sich, dass die Poissonklammern
invariant gegentiiber der Koordinatentransfomration sind, es handelt
sich also um eine kanonische Transformation.

4.3 TEILCHEN IM KRAFTFELD

Ein Teilchen der Masse m bewege sich unter Einfluss der Kraft :

x

F=—kq— P (4.29)
a) Verifizieren Sie mithilfe der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen,
dass )
P- ko aP
H =-—+= A= 4.
lap) =+ 290 FA, (4.30)

eine Hamiltonfunktion des Systems ist und bestimmen Sie die Kon-
stante A.

b) Benutzen Sie die kanonische Transformation

;)
= arctan [ A—
Q= arcian (3]



(wobei A = vkm) um zu zeigen, dass die neue Hamiltonfunktion

H'(Q,P) = wP (mit w = y/k/m) ist.

c) Losen Sie die Hamiltonschen BWGLs im H'(Q, P) System mit den
Anfangsbedingungen Q(t = 0) = Qo und P(t = 0) = Py.

d) Transformieren sie nun zurtiick zu den urspriinglichen Koordinaten
um ihre Losung als x(Qo, Po, t) anzuschreiben. Hierzu konnen ihnen
trigonometrische Funktion des rechts abgebildeten Dreiecks helfen.

Losung:

a) Die Hamiltonfunktion ist genau dann mit der gegebenen Kraft kom-
patibel, wenn sie zur selben Bewegungsgleichung fithrt. Um dies
zu zeigen, werden zuerst die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen
berechnet:

_ OH p A . 0H P
_a_r A — T — kq+AL 431
=73 m+q p 3q q+ o (4.31)
Aus der ersten Gleichung sieht man, dass der kanonische Impuls p
nicht mit dem kinetischen Impuls mg iibereinstimmt. Stattdessen gilt:

p=mq-— %m, mg=p+ %m (4.32)

Mit der gegebenen Kraft ergibt sich nach Newton die Bewegungsgle-
ichung (2. Newtonschen Axiom):

mg =F = —kq— q% (4.33)
Um zu priifen, ob die hamiltonschen Bewegungsgleichungen dquiva-
lent sind, muss man die beiden gekoppelten Gleichungen 1. Ordnung
in eine 2. Ordnung tiberfithren. Dafiir bietet sich q an, um eine Gle-
ichung der Form von (Gl 4.33) zu erhalten. Man leitet die Gleichung ¢
aus (4.31) nach der Zeit ab, multipliziert mit m und setzt ftir g und p
wieder (4.31) ein:

) p A, Am x

Aus dem Vergleich mit der Newtonschen Bewegungsgleichung folgt
A = /.- Fiir diesen Wert der Konstante A ist die Hamiltonfunktion
mit der Kraft kompatibel.

b) Nunsoll die kanonische Transformation der Hamiltonfunktion durchge-
fihrt werden. Dafiir der neue Impuls P unter Verwendung von
A = vkm umgeschrieben:

- 2 2 / 2
2 \/ k q 2v/km 2 \/ k q

2
_ M (P ke AP /m

NI

FIGURE 4.1: Dieses Dreieck
kann ihnen in d) helfen. © ist
ein Hilfswinkel den Sie mit
Q(t) identifizieren konnen
sollten.



Der Ausdruck in der Klammer entspricht genau der Hamiltonfunktion
H(q,p). Es folgt somit:

H/(Q,P) = H(q(Q,P), p(Q,P) + aF - \/EP (4.36)

9F — 0 ergibt sich direkt daraus, dass in der gegebenen Transformation
dle Zeit t nicht explizit vorkommt. Mit w = E erhilt man H'(Q,P) =
wP

c) Die Bewegungsgleichungen fiir Q, P sind sehr leicht zu l6sen:

oH

Q:ﬁ:w = Q(t) = wt+ Qg (4.37)
P = % =0 = P(t) =Py = const. (4.38)

Durch die durchgefiihrte Transformation ist P eine Konstante der
Bewegung und nur durch die Anfangsbedingung bestimmt.

d) Abschliefiend soll nun zuriicktransformiert werden um die Losung
fiir q(t),p(t) zu erhalten. Der besseren Ubersicht halber wird die
Transformation nochmal angeschrieben:

q %\24—)\q2 P
P_
Q-arctan(?\p), = 5 ”kAq

Die gegebene Hilfsskizze verdeutlicht, dass Q als Winkel in einem
rechtwinkligen Dreieck mit Gegenkathete der Lange qv/A und Anka-
thete der Lange % aufgefasst werden kann:

2
tan(Q) = )\%, definiere = /B 4+ A2 (4.39)

p .
= VAq=hcos(Q),  —==hsin 440
q @ Q) (4.40)
h kann mit Hilfe von Q und P ausgedriickt werden:
2
2_ P g2 p__A
h* = Nt Aq”, 4~ @nQ (4.41)
A

h? m
= P= +\/:Atan(Q \/ZP \/> enig) 492

Es folgt schliefSlich mit (4.40), sowie A = vkmu:

2P m 2
q=cos(Q N IAitan(Q) (4.43)
. — /m . 2km
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FIGURE 4.2: Dieses Dreieck
kann ihnen in d) helfen. © ist
ein Hilfswinkel den Sie mit
Q(t) identifizieren konnen
sollten.



Setzt man noch fiir Q(t) und P(t) die aus bekannten Losungen ein,
erhélt man q(t) und p(t):

B Py [m 2
. — /m 2km
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