4. TUTORIUM ANALYTISCHE MECHANIK VU, 09.01.2024

4.1 POISSON-KLAMMER: HARMONISCHER OSZILLATOR

Die Hamiltonfunktion des eindimensionalen harmonischen Oszillators mit
Masse m und Eigenfrequenz w lautet
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Leiten Sie die Bewegungsgleichungen ohne Differentiation der Hamilton-
funktion her. Verwenden Sie dazu die Gleichung (5.5) aus dem Vorlesungs-

manuskript, namlich
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ET {g, Higp + ot

sowie diverse Rechenregeln der Poisson-Klammer.

(4.2)

Losung:

Aus der Vorlesung sind die folgenden Eigenschaften der Poisson-Klammern
bekannt:

{di, Prlqp = dik, (4.3)

{au qidgp =P, Prdgp =0, (4.4)
{f,hlgp =—{hflgp . (4.5)

{g, ahy + Bhao}, , = a{g, haly, + B{g, halg, (4.6)
{f, ghlgp = 9{f, g, +1{f, gl 1 4.7)

Fiir den eindimensionalen Fall findet man insbesondere

{a,plqp =1, (4.8)
P dlqp =—1, (4.9)
P, plqp =1a,alq, =0. (4.10)

Einsetzen fiir g = q in die Relation aus der Angabe liefert
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Einsetzen fiir g = p liefert

b=(p I+ (4.15)
——
=0
_ L o ™ 416
= 5 P PRI ——1{p.aq (4.16)
1 mw?
- (pip, ) , , 417
o (p{p_:}Jr{pj}p) +— (q{itj}Jrﬁj_cll}q) (4.17)
= —mw?q. (4.18)

Diese Bewegungsgleichungen sind genau jene, welche man durch Ableiten
der Hamiltonfunktion erhalt:
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4.2 POISSON-KLAMMER: ERHALTUNGSGROSSEN

Betrachten Sie die eindimensionale kriftefreie Bewegung einer Punktmasse
m und die Observable g(q,p,t) = g —pt/m.

a) Zeigen Sie mit Hilfe der Poisson-Klammer, dass g(q, p,t) und H(q, p, t)
in diesem Fall Erhaltungsgrofien sind.

b) Zeigen Sie mit Hilfe der Poisson-Klammer, dass auch die Grofle
0¢g(q, p, t) eine Erhaltungsgrofie ist.

c) Zeigen Sie mit Hilfe der Poisson-Klammer, dass die Aussage aus
Unterpunkt b) auch ganz allgemein fiir mechanische Systeme gilt:
Wenn H(q,p,t) und g(q,p,t) Erhaltungsgrofien sind, so ist auch
0¢g(q, p, t) eine Erhaltungsgrofie.

Siméon Denis Poisson
Losung;:
a) Die Hamiltonfunktion der kr'aiftefrzeien eindimensionalen Punktmasse
ist gegeben durch H(q,p,t) = £. Fiir eine Erhaltungsgrofie ver-

schwindet die totale zeitliche Ableitung. Diese werden wir nun mittels
der Poissonklammer berechnen:
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b) Wir berechnen nun die totale zeitliche Ableitung von d:g(q,p,t) = —:
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dt(bt) {at’ }+6t2 m’2m 0 (4.23)
c) Wir nehmen nun an, dass die totale zeitliche Ableitung sowohl von der

Hamiltonfunktion H(q, p, t), als auch von der Observablen g(q, p, t)
verschwindet, also:

dH 9H
== 4.24
dt ot 0, (4.24)

dg dg
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It {g,H} + 5t = (4.25)
Aus Gleichung (4.25) folgt, dass %% ={H, g}. Nun berechnen wir die
totale zeitliche Ableitung von 9¢g(q, p, t):
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Von auf haben wir die Produktregel und die Vertauschbar-
keit der partiellen Ableitung 0, mit den partiellen Ableitungen, die in
der Poissonklammer auftreten, verwendet.

In der letzten Zeile oben verschwindet der Term in der Mitte, weil
0H/dt = 0 laut Gleichung (4.24). Die verbleibenden Poissonklammern
heben sich wegen der Antisymmetrie auf und wir sehen, dass unter den
gegebenen Voraussetzungen auch 9:g(q, p, t) eine Erhaltungsgrofe ist.



4.3 POISSON-KLAMMER: DREHIMPULS

Der Drehimpuls eines Teilchens im dreidimensionalen Raum ist gegeben
durch L = q x p, die z-Komponente ist damit L, = xp, — ypx. g(q, p) sei
eine von den Koordinaten q und p abhéangige skalare Grofse.

a) Geben Sie einen Ausdruck fiir die Poisson-Klammer {L,, g}qlP an.

b) Berechnen Sie {L,, qi}q,p und {Lz,pi}q/P firi=x,y,z.

¢) Berechnen Sie{L,, Lx}q/p. Was erwarten Sie fiir {L., Ly }qp und {L;, L. }qp?
Losung:

a) Die Poisson-Klammer ist diesmal nicht von einem eindimensionalen
Ort/Impuls abhingig, sondern einer vektoriellen GrofSe.
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b) Man kann nun entweder das Ergebnis aus a) verwenden, oder man
nutzt die Eigenschaften der Poisson-Klammern. Hier wird Zweiteres
durchgefiihrt, da Ersteres trivial ist. Ab sofort wird x bzw. y als q, bzw.
qy ausgedriickt.

{Lzr ql} = {qxpy — qyPx/ ql} (432)
= {qxpy/ qi}_{qpr/ ql} (433)
= qx{py, qit +{dx, qi}py — dy {P~, qi} —{qy, qilpx .  (4.34)

Nun konnen wir gleich alle Komponenten ablesen:

{LZ/ qx} = qy ’
{Lz, qy} = —(Qx,
{L;,q:} = 0.

Analog dazu, wenn man in (4.34) {-, qi} durch {-, p;} ersetzt:

{LZ/ px} = Py,
{LZ/ py} _px 7
{]—zz pz} = 0.
c) Ly schreiben wir nun als qyp. — q.py an. Durch das Ergebnis von b)
konnen wir die Poisson-Klammer schnell ausrechnen.
{LZ/ Lx} = {I—Z/ qy}pz + dy {LZ/ pz} - {LZ/ qz}py —qz {LZI py} (435)
= —(xPz +0-0+ qzPx = 4zPx — qxPz = Ly . (436)

Mit einer Umbenennung der Achsen x — y und y — —x ist zu
erwarten, dass {L, Ly} = —L.

Aus der Antisymmetrie der Poisson-Klammer folgt {L,,L,} = 0.
Allgemein folgt der Drehimpuls folgendem Schema: {L;, Lj} = eyji L.



4.4 KANONISCHE TRANSFORMATION

Die Hamiltonfunktion des eindimensionalen harmonischen Oszillators mit
Masse m und Eigenfrequenz w lautet

1 mw? ,
H(q,p) = 2mp +——a- (4.37)
Wir fithren die neuen Koordinaten
g = C(p+imwq), (4.38)
p = C(p—imwq) (4.39)

ein, wobei i die imaginére Einheit bezeichnet.

a) Bestimmen Sie die Konstante C so, dass dies eine kanonische Transfor-
mation darstellt. Verwenden Sie dazu die Poisson-Klammer.

b) Berechnen Sie die transformierte Hamiltonfunktion H(g, p).

c) Schreiben Sie die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen fiir die neuen
Koordinaten an und 16sen Sie diese fiir die Anfangsbedingungen

q(t=0) = go und p(t =0) = po.

d) Transformieren Sie Ihr Ergebnis in die urspriinglichen Koordinaten q
und p zurtick. Transformieren Sie dafiir auch die Anfangsbedingungen
mit, d.h. verwenden Sie gy = C(po +imwqp) und py = C(po —imwqp).

Losung:

a) Damit die gegebene Transformation kanonisch ist, muss sie die funda-
mentalen Poisson-Klammern

{a,
{a,

erfiillen. Unter Verwendung der Bilinearitidt und der Antisymmetrie
der Poisson-Klammern lisst sich aus diesen Relationen die Konstante
C bestimmen:

}={Mp=0, (4.40)
I=1 (4.41)
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Beide Vorzeichen der Wurzel erfiillen die fundamentalen Poisson-
Klammern. Da C nur quadratisch in H vorkommt, hat dies keine
Auswirkung auf das Ergebnis.



b) Um die transformierte Hamiltonfunktion H(g, p) zu berechnen, miissen
zuerst p und q in den transformierten Variablen ausgedriickt werden:

i : a-r
—$5=2C = 4.43
q—p imwq = q=55-—, (4.43)
g+p=2Cp = pziq—’_p (4.44)
2C
Eingesetzt in die Hamiltonfunktion ergibt dies:
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c) Die Bewegungsgleichungen in den transformierten Koordinaten lauten:

= a]:l . -

q= % =iwg, (4.46)
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P=— 34 iwp (4.47)

Die Bewegungsgleichungen sind entkoppelt! Der Ansatz fiir die
Differentialgleichungen ldsst sich z.B. mittels Trennung der Variablen

bestimmen:
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& qt) = Ael®t, (4.48)

Analog ldsst sich zeigen, dass p(t) = Be 1! die Bewegungsgleichung

(4.47) 16st. Uber die Anfa

fiir die Konstanten:

ngsbedingungen aus der Angabe ergibt sich
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0=A,
0o=B.

Die Losung der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen fiir die neuen

Koordinaten ist daher:

(4.51)
(4.52)
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d) Fir die Ricktransformation werden die Koordinaten q(t) und p(t)
mithilfe der Gleichungen und berechnet. Dabei miissen
auch die riicktransformierten Anfangsbedingungen aus der Angabe
berticksichtigt werden:
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1 .. .
= i (po2isin(wt)) + imwqe2 cos(wt))

= L(po sin(wt) + mwqp cos(wt))
mw

— P sin(wt) 4+ qo cos(wt). (4.53)
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Fiir p(t) ergibt sich:

1 . .
— E (qoelwt + f’oe_lwt)

= i(C(Po +imwqp)e’ " + C(py — imwqp)e ")

1 . iw . —iw
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= E(pOZ cos(wt) + imwqp2isin(wt))

= pp cos(wt) — mwqpsin(wt). (4.54)

Zu kreuzen (online im TUWEL-Kurs zur LVA):
41/42ab/42c/43ab/43c/44a/44b/44cd
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