UBUNGEN ZUR ELEKTRODYNAMIK I SS 2010

Losungen zu Blatt 8 28.05.2010

8.1 Strahlungsdruck einer inhomogenen ebenen Welle

Eine elektromagnetische Welle treffe senkrecht auf ein Medium mit konstanter Permittivitit e, konstanter
Permeabilitdt 1 und konstanter Leitfdhigkeit o.
a) Zeige, dass der Reflexionskoeffizient geschrieben werden kann als

_ (n—p)?+x?

S (A p)? K2
Hinweis: Die einfallende Welle kann als linear polarisiert angenommen werden, ohne die Allgemeinheit der
Ergebnisse einzuschrénken. Beachte, dass die Fresnelschen Formeln in der Vorlesung nur fiir y = 1 und 0 = 0
hergeleitet wurden.
Die Herleitung aus der Vorlesung muss fiir allgemeines pu und o wiederholt werden. Allerdings kann man

sich auf den Fall beschranken a = o = o” = 0. Wir nehmen eine linear polarisierte Welle an k= ke,
Ey = Eyé,, Hy = Hoé,. Fiir die reflektierte Welle gilt k" = —k”é,, und um das Rechtssystem zu erhalten

E(’)’ = E{é&, und ﬁ(’)’ = —H[/é,. Aus kx Ey = %,uﬁo und k x Hy = —%nE_b folgt k = k" = w/c und
= Imw/c. Aus K x By = £ Hj folgt Hy = Egk' S L = Ej/n/p, im Vakuum gilt Hy = Eo und Hf = Ef.

Anschlussbedingungen RotE = 7 x (E_"a - E’;) = 0 und RotH = 0 liefern Ey + E}/ = E}, und Hy — H} = H}

oder By — EY = E}+/n/p. Auflésen ergibt EY = Eo(1 — \/n/u)/(1 +\/n/u). Mit /i = (n +ix)/ /i folgt

El = Eo(p—n —ik)/(n+ n + ix). Reflexionskoeffizient

BUP _ (n—n—in)(u—ntin) _ (n—p)?+

R pr— = —_ .
Bol? ~ (udntimu+n—in)  (n+pP+r

b) Wie schaut die Welle im leitenden, dielektrischen Medium im niederfrequenten Fall aus (u = 1, w <
4ro/e)? Berechne den Strahlungsdruck P (Zeitmittel iiber eine Periode) dieser Welle auf das Medium,
dessen Dicke d > ¢/v2mow betrigt.

Niederfrequenter Fall:

/ dno /4 1 4 2
n+ ik = \/un = 5+2L i +Z el = n=K= 9
w

Welle mit Wellenvektor k' = (n + ix)w / ¢ hat einen exponentiell abfallenden Anteil:

E'(Ft) = % 1 FE=w) 4 oo = 2Eoez KT gi(nc e
Fiir d > ¢/V2mow folgt k%d = dv2mow/c > 1 und die Welle ist fast verschwunden. Um den Strahlungs-
druck auszurechnen kann man daher ein Volumen um das gesamte Medium annehmen, wobei aber nur die
,Vorderseite* (die im Vakuum knapp vor dem Medium liegt) beitrigt. Vom Maxwellschen Spannungstensor
triigt NUr Wep (7,t) = =(E? + B?) bei, also Beitrige der einlaufenden und der reflektierten Welle. Der
Strahlungsdruck betragt somit P = F/A = E2 (7,t) = £3|Eo|*(1+ R) (Faktor 3 von Mittelung iiber eine
Periode) mit

fwt)+cc

(n—1)2 +n?
(n+1)2 +n2’

Gegeniiberliegende Beitrage auf den ,Seitenteilen der Oberfliche heben sich gegenseitig auf, da der Span-
nungstensor aufgrund der Translationssymmetrie gleich ist, aber d?2 f das Vorzeichen éndert. Es gibt zwar
auch einen zeitabhéngigen Beitrag vom Volumen, aber fiir jeden einzelnen Punkt im Volumen verschwindet
die zeitlich gemittelte Ableitung des Poynting-Vektors, daher trégt das Volumen nicht bei.



8.2 Antireflexbeschichtung

Auf ein dielektrisches Medium mit Dielektrizitatskonstante 3 wird eine diinne Schicht der Dicke d eines
Mediums mit Dielektrizitdtskonstante e5 aufgedampft. Eine monochromatische ebene elektromagnetische
Welle falle senkrecht auf dieses Medium aus einem Bereich mit Dielektrizitétskonstante €1 ein (siehe Skizze).
a) Zeige, dass das Verhéltnis der Amplituden von auslaufender (F; ) und einlaufender (E;") Welle im Bereich
1 gegeben ist durch

Er o + apge?ikad

—_— =7 1 L= .
E;r 1+ 04120423621k2d n; —+ ng

Hinweis: Die einfallende Welle kann als linear polarisiert angenommen werden. Setze im Bereich 1 und 2 ein-
und auslaufende ebene Wellen an (E;f, E;, ES, E;; +k1, k2), und im Bereich 3 eine auslaufende ebene
Welle (E;,r ; +k3). Zeige, dass die Anschlussbedingungen bei z = 0 und z = d zu der angegebenen Formel
fiihren.

Ansatz fiir n; = /g; wegen pu = 1: 7, E, und B bilden jeweils orthogonales Dreibein.

Es(z,t) = €zE§rei(k3z_"Jt) (5

Bs(z,t) = é'yngEgrei(k“_‘”t) (6

Ei(z,t) = & (Eii-ei(klszt) 4 El—ei(fklszt)) "
Bi(z,t) = §&, (nlEii‘ei(/ﬁz—wt) _ nlEl—ei(—klz—wt)) @)
Fa(2,1) = @ (E;rei(kzz—wt) i E;ei(—kzz—wt)) o
By(z,t) = &, (n2E;-ei(k227wt) By ei(fk2z7wt)) "

( )
| )

Anschlussbedingungen: RotE = 0 fiihrt zu Stetigkeit von F,. RotH = 0 = RotB wegen pu = 1 fiihrt zu
Stetigkeit von By. Bei z = 0 und z = d erhdlt man

Ef+E; = Ef+E; (7)

m (B —Ey) = na(Ey —Ey) 8)

E;-eikgd 4 E2—67’L’k2d — E;-eikgd (9)

no By ¢4 —poEye~*2d = nayEfeikad (10)

Aus ngx(9) - (10) folgt
Ef (n3 + ng) e*2? + B (ng —ny) e 24 =0, E; = Ef agze?*2d, (11)
Aus nyx(7) £ (8) folgt

27’1,1Ef_ = E;_ (nl =+ TLQ) =+ E2_ (nl — 7’L2) (12)
2mb; = E;_ (n1 —ng)+ E (n1 + 712) (13)

El_ o E;_Oélg + EQ_ o E;_OQQ + E;_Oéggemkzd - @12 + 0423621k2d

EF - : = - 14
Eii_ E;_ + E5 a1z E;_ + E;Oé23€21k2da12 1 + ajoqaze?ikzd (14)

b) Wie lautet der Reflexionskoeffizient dieser Anordnung? Wie muss man die Dicke d und die Materialkon-
stante €9 der aufgedampften Schicht wéhlen, damit iiberhaupt kein Licht reflektiert wird?

- 2ikad |2
. |E1 |2 . ’CY12 + aosze 2 ’ . Oz%Q +OA%3 —+ 20&120&23 COS 2k2d

= = 2 3 2 :
|Efr|2 11 + aggape2ikad]| 1+ afya8s + 2a120003 cos 2kad

Maxima und Minima von R(d) : R'(d) = 0 — sin2ked = 0. d = mn/(2k2) = mAg/4 mit m € N.
Fir d = (27’L — 1))\2/4 mit n € N folgt R = (0412 — OéQg)Q / (1 — 04120@3)2 =: R,.



Fiir d = 2n)2/4 folgt R = (a2 + 0423)2 /(1+ a12a23)2 = R,.

Fall 1: ny liegt zwischen ny und ns: n1 < ne < ng oder n; > ng > nz: — signajs = signaoss, ajoaes > 0,
Ruin = Ry, Ruax = Ry Ruin wird erreicht fiir a9 = a3 — no = \/nins, bzw. €5 = /e1€3.

Fall 2: no liegt nicht zwischen n; und ns: signojs = —signass, aiaaes < 0, Ryin = Ry, Rmax = Ru. Rmin
wird erreicht fiir ajo = —ae3 — n1; = ng, bzw. €1 = €3.

(Alternativ findet man die Losungen auch durch Aufldsen von a3y + a3; + 212023 cos 2kad = 0 nach ajs

= 12 = —a3cos2kod £ \/(agg cos 2krgd)2 — agg. Der Ausdruck unter der Wurzel ist < 0, daher gibt es
Losungen nur fiir = 0, also cos 2kad = £1 und damit a1 = Faes.)

8.3 Totalreflexion am Diamant

Der Brechungsindex n = /¢ eines Dielektrikums besitze den Wert n = 1 + /2 (Dieser Wert liegt sehr
nahe am Brechungsindex von Diamant: npjamant &~ 2.417). Untersuche mit Hilfe der Fresnelschen Formeln,
ob es moglich ist, durch Totalreflexion an einer Grenzflache dieses Dielektrikums zum Vakuum aus linear
polarisiertem monochromatischem Licht zirkular polarisiertes monochromatisches Licht herzustellen. Falls
der gewiinschte Effekt moglich ist: Mit welcher Schwingungsrichtung beziiglich der Einfallsebene und unter
welchem Einfallswinkel muss man die Welle auf die Grenzfliche einfallen lassen? Ist dieser Effekt auch fiir
Kronglas (n ~ 1.5) moglich?

Hinweis: Uberzeuge dich, dass die Fresnelschen Formeln bei Totalreflexion aufgrund der imaginiren GroRe
cos o = i\/n2sin® @ — 1 zu einer Phasenverschiebung B} | E, = exp(—ip,) mit tan(p,/2) = ny/n? sin® o — 1/ cos
fiihrt (und &hnlich fiir EY/E). Zeige, dass die gesamte Phasenverschiebung ¢ = ¢, — ¢ mit Hilfe der Ad-
ditionstheoreme fiir Tangens geschrieben werden kann als

¢ cosav/n?sin®a—1
tan — = — .
2 nsin® o

—

Phasenverschiebung folgt aus E”(7,t) = %E_%' exp(ik” - ¥ — iw"t) + c.c. mit komplexem Ef/. Die Fresnelschen
Formeln fiir den reflektierten Strahl fithren zu (mit n’ =1 fiir Vakuum)

1/ —1
E) cosa—ncosa’ _rpeTir/2 B mncosa—cosa
—_— = = — = e _— = — = ¢
E, cosa+ncosa/ rpeier/? ’ E, ncosa-+cosa’

mit tan(p,/2) = nv/n?sin® a — 1/ cosa und tan(p,/2) = Vn2sin® a — 1/(ncos ). Mit Additionstheorem

folgt

in2 2 cin2
. Pp ©s n\/nQSm a—1 . \/n sin® a—1 /o 2 —
$p Ps _ tan 2 tan 2 _ cos o ncosa _ CoOs Yy 1~ s & 1
- - a2 - . .
2 1+ tan £2 tan £2 14 nisinto—d nsin? a
cos? a

14
tan — = ta
n2 n

Wegen |E)/E,| = |E{/Es| = 1 muss die einfallende Welle E, = FE, haben (also zu 45° geneigt linear
polarisiert sein). Ausserdem muss die Phasendifferenz ¢ = +m/2 betragen, also tan £ = +1. Dies fiihrt auf
eine quadratische Gleichung

9 5 n?2+1+vnt—6n2+1

cos” « (n2 sin? oo — 1) = n?sin? a, — sin” o = 5
N—— 4n

1—sin? a

Fiir n = 14+/2 verschwindet die Wurzel, und man erhélt sin v = \/1-1/ V2, also o = 32, 76°. Dieser Winkel

ist grofer als der Grenzwinkel sin oy = 1/n, also ay = 24,47, also funktioniert dieser Effekt fiir Diamant.
Fiir kleinere n (insbesondere fiir n ~ 1.5) wird der Wurzelausdruck vn* — 6n2 + 1 imaginir, und man erhélt
keine Losung. Hier ist dieser Effekt also nicht moglich.



