1 Erganzungsblatt anti-symmetrische Tensoren

Elektrodynamik I, Daniel Grumiller. [Siehe auch Ergdnzungskapitel 18]
Allgemein: total anti-symmetrische Tensoren F#1#2:--#n erfiillen

R i i e FHLA2 it 1 e fn (1)

fiir jedes ¢ = 1..(n — 1). Also jede paarweise Indexvertauschung ergibt einen Vor-
zeichenwechsel. Offensichtlich muss n < D gelten, wobei D die Dimension der
Raumzeit ist. Wir beschrédnken uns im weiteren auf den Fall D = 4. Weiters muss
n > 2 gelten, damit man sinnvoll von Antisymmetrie sprechen kann. Es gibt also in
vier Raumzeitdimensionen antisymmetrische Tensoren der Stufe 4, 3 und 2, deren
allgemeine Eigenschaften wir im Folgenden besprechen.

1.1 e-tensor

Definition:
+1 wenn proT gerade Permutation von 0123,
Mo i=¢ -1 wenn prot ungerade Permutation von 0123, (2)
0 sonst.
Eigenschaften: 9123 = 41 und €pro3 = 770077117722773360123 = —1. Jeder total anti-

symmetrische Tensor der vierten Stufe muss proportional zum e-tensor sein.

1.2 Anti-symmetrische 3-Tensoren

Diese Tensoren sind fiir unsere Zwecke von geringem Interesse, da man sie in D = 4
immer in einen Vektor verwandeln kann (“Hodge-Dualitét”):

Tyor — TH = ™77, (3)

1.3 Anti-symmetrische 2-Tensoren

Allgemeines. Diese Tensoren sind von fundamentaler Bedeutung fiir die Elek-
trodynamik. Nehmen wir an, wir hatten einen anti-symmetrischen Tensor,

FH = _Fvi (4)

Nehmen wir weiters an, wir hétten einen Beobachter in einem Inertialsystem mit
4-er Geschwindigkeit u#. Dann heisst die Projektion

EY = %uuF‘“’ (5)
“elektrischer Anteil” und die Projektion
BY = i u, €T For (6)

“magnetischer Anteil” des Tensors F*”.

Ruhesystem. Im Ruhesystems des Beobachters gilt %u“ = (1, 0, 0, 0). Daraus
folgt E° = B® = 0. Fiir die riumlichen Komponenten gilt

E; = Fy; = F* = —E (7)

und _ N -
B;=-B'= -1 = Ly, (8)
wobel wir im letzten Schritt den 4-dimensionalen durch den 3-dimensionalen e-

Tensor ersetzen konnten. In karthesischen Koordinaten gilt E; = (E,, E,, E,) und
analog B; = (B, By, B.).



F ausgedriickt durch F und B. Eine niitzliche Zwischenrechnung erlaubt uns,
jeden antisymmetrischen 2-Tensor durch seine elektrischen und magnetischen An-
teile auszudriicken.

Bieinm = % 6ijkeianjk = % (5%551 - 5%15112) ij = % Fom — % Fom = Fom (9)

Aus den Gleichungen (7) und (9) lesen wir ab:

(
o E. E, E,
-E, 0 -B. B,
-E, B. 0 -B, (10)

-E., -B, B, 0
Mit oberen Indices ergibt sich aus F** = nt 07 F,,

0 -E. —E, —E,
E. 0 —B, B,
E, B. 0 -B, |- (11)
E. -B, B, 0

o=

(Hodge-)Dualer Tensor F*¥. Definition:
P o= Lemvem B (12)
Ausgedriickt durch elektrischen und magnetischen Anteil erhdlt man aus (10):

0 -B, —-B, —B.
B, 0 E. -E,

-
P = B, -E, 0 E, (13)
B, E, -E, 0
Im Vergleich zu (11) ist also E; — B; und B; — —E; ausgetauscht.
Skalare Invarianten. Die beiden Kontraktionen F*VF),, = —F“”FW und F“”FW =

%e‘“"”FGTF,“, sind die einzigen unabhéngigen skalaren Invarianten die sich aus
einem anti-symmetrischen Tensor zweiter Stufe bilden lassen. Ausgedriickt durch
die elektrischen und magnetischen Anteile ergibt sich

FME,, = —2(E? — B?) P F,, =—4E-B. (14)
Lorentz-Boosts. Zur Erinnerung: allgemein gilt fiir einen Tensor zweiter Stufe
F'" = AP N FOT = (AFAT) (15)

wobei A eine entsprechende Lorentz-Transformations-Matrix ist. Fiir boosts in
positive z-Richtung erhalten wir fiir die rechte Seite von (15) den Ausdruck

v =By 0 0 0 -E, -EFE, —L, v =By 0 0
By v 00 E., 0 —-B., B, By v 00
0 0 1 0 E, B, 0 —-B, 0 0 1 0
0 0 01 E. -B, B, 0 0 0 01
(16)
Durch elektrische und magnetische Anteile ausgedriickt ergibt sich aus (15) mit (16)
E;:E17 El//:’y(EyfﬂBz)v E;:’Y(EZ+ﬂBy)v
B; = B, B; =(By + BE:), B; = (B — BEy). (17)

Das Verschwinden von elektrischen/magnetischen Anteilen ist also abhingig vom
Bezugssystem. Beispiel: B; = E, = E, = 0 ergibt B, = SyE. und E, = yE..



