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7. Tutorium - Losungen

7.1 Energie-Impuls-Tensor

Man findet:
a) 0,T" = —LFwej,
b) TrT* = 0.

7.2 Multipolmomente eines Kreuzes

a) Die Ladungsdichte lasst sich mit #- und é-Funktionen anschreiben:
p(E) = Abla+z)0(a—=x)d(y)d(2) +6(b+y)0(b—y)d(x)d(2)]
Die Gesamtladung ist:
Q= /p(x)d3x =2\(a+b)
b) Das Dipolmoment ist:
P = /dgx xip(z;) =0
Das Quadrupolmoment ist definiert iiber:

Qij = /d?’xp(f)(?)xzmj — TZ(SZ‘J‘)

Man erhélt:
2
Quz = —A(2a3 —b*)
3
2\
Quy = ?(_ag +2b°)
2
sz = ?A(_ag - bs)

Fiir ¢ # j sind alle Quadrupolmomente 0.
¢) Das Potential bis zur Quadrupolordnung ist:

_ Q| mipi | 1Qiziz;
QS(%)*?“JFT?’ T T

In unserem Fall ist Z = (0,0, z) und mit den Resultaten aus Aufgabe (b):

2XM(a+0b)  A—a®—b?)
+ -
z 323

$(0,0,2) =

d) Das elektrische Feld erhalten wir als Gradienten des Potentials. Allgemein berechnet man:

L = —0i¢
_ Qu; " 3(pjas)wi — r’pi n 15(Q k)i — 2QukTk
73 o 2 r?
Fiir unser Beispiel ist das:
- 2\ b A—a® — b3
B(0,0,2) = 2Mefbe  AZa b
z z
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7.3 Multipolmomente von Ellipsoiden

a) Elektrostatisches Potential iiber Kugelflichenfunktionen:

o +1
1 . 4 N o
Hr) = Z Z TZTQImYZm(ﬂ#P), mit gy, = m/d?””/ Y (9, @")p(F).
1=0 m=—1
Multipolmomente mit negativem m lassen sich berechnen tiber ¢;_,, = (—1)"g¢;},,, was direkt von der

entsprechenden Relation der Y, folgt.
Da das System rotationssymmetrisch um die z-Achse ist, fallen alle Y}, die ¢ enthalten weg:

2T 2
/ e¥dy =0, / e??dyp = 0.
0 0

Also 11 = q22 = ¢21 = 0. Da Yi9 ~ cosd = z/r ungerade beziiglich z ist, aber das Ellipsoid symmetrisch
entlang der z-Achse, verschwindet das entsprechende Integral, daher auch ¢;¢. Das siecht man auch iiber

1
/ d(cos ) cos ¥ = 0.

1

Bleiben also nur ¢gg und ¢29 zu berechnen.

qoo = 47T/d37“7”0Y07)(19a90)P(F)

4
vV 47r§a20p0.

Berechnung von ¢oq erfolgt analog:
47

m = 7 [ Y000

VBr T aepo (¢~ a?)

Das Potential kann dann geschrieben werden als:

. 1 1
o(r) = ;QOOYOO<197¢)+7T3QQOYQO(79HO)

_ Am o, 1+62—a23005219—1
R PR T) = '

b) Elektrostatisches Potential iiber Kugelflichenfunktionen:

oo+l
. 1 : 4 . -
() = Z Z m(ﬂmYzm(ﬁ,w), mit gy, = 20+ 1 /dgrl T/lYlm(ﬂ/a@/)P(rl)-
=0 m=—1
Multipolmomente mit negativem m lassen sich berechnen iber ¢ _,, = (—1)™¢j,,, was direkt von der

entsprechenden Relation der Y}, folgt.

Da das System rotationssymmetrisch um die z-Achse ist, fallen alle Y}, die ¢ enthalten weg, also ¢q1; =
q22 = q21 = 0.

Fiir das Ellipsoid gilt goo = 0, da sich die positiven und negativen Ladungen integriert gegenseitig autheben.
Bleiben also nur Dipolmomente. Weiters folgt ¢g;1 = 0 aufgrund der Rotationssymmetrie um ¢. Bleibt giq
zu berechnen:

4 ; N
qi0 = 3 dSTTYw(ﬁMP)P(F)

T 922
= —ma“c”pg.
\/; Po



Aufgrund der Rotationssymmetrie um den Winkel ¢ verwinden auch g2 = g2 = 0. Weiters verschwindet
q20 = 0, weil Yaog ~ (3 cos? 9 —1) gerade in cos ¥ ist, aber die Ladungsverteilung p(9) ungerade. Das Potenzial
des Dipols lautet:

1
o"(7) = 72(1105/10(?9#)
17 5,
= 350c po cos V.

¢) In grofen Entfernungen wirkt das erste Ellipsoid wie ein elektrischer Monopol, also wie eine Punktladung
mit Gesamtladung Q = 4ma®cpy/3, und das zweite Ellipsoid wie ein elektrischer Dipol. Zu untersuchen
ist also die Wirkung eines elektrischen Dip91felde§ auf eine Punktladung. Wegen F' = ¢FE geniigt es, das
elektrische Feld zu kennen. Dieses ist iiber E = —V ¢ berechenbar.
Gradient in Kugelkoordinaten:

Voo ligld o 1 0
o T 09 T Prsind o

Man erhélt dann:

E = -V¢

= Ea202p0i (2€,. cos ¥ + €y sin 1)
2 r3 T
- 3 cos psin v cos

= fa2c2p0—3 3sin @ sin ¥ cos ¥
2 " 3cos? ¥ — 1
x 1 3xz

= fa202p0—5 3yz
2 " 322 —r?

= Ea202p03(8—2"’?)7?_7‘26;7
2 rd

wobei die letzten vier Zeilen verschiedene Varianten des Endergebnisses sind. Hierbei wurden die Einheits-
vektoren verwendet:

sin ¥ cos ¢ cos ) cos p —sing
é-=| sindsing |, €= | cosd¥sing |, é,= cos
cosV —sind 0

Die Kraft ergibt sich aus F= QE mit Q = 4ma’cpo/3:
F = QE
3 1 3 cos psin v cos
= §QQC—3 3sin @ sin v cos ¥
r

3cos? v — 1
3rz
3 1
= gQQC 3yz 5
322 _ y2
3 o 3(e.-7)F—r2e,
- gQ ¢ 7o

wobei das Ergebnis in verschiedenen mdoglichen Varianten aufgeschrieben wurde.



