
Elektrodynamik I 2020S

7. Tutorium - Lösungen 15.05.2020

7.1 Energie-Impuls-Tensor
Man findet:
a) ∂νTµν = − 1

cF
µρjρ

b) TrTµν = 0.

7.2 Multipolmomente eines Kreuzes
a) Die Ladungsdichte lässt sich mit θ- und δ-Funktionen anschreiben:

ρ(~x) = λ [θ(a+ x)θ(a− x)δ(y)δ(z) + θ(b+ y)θ(b− y)δ(x)δ(z)]

Die Gesamtladung ist:

Q =

∫
ρ(x)d3x = 2λ(a+ b)

b) Das Dipolmoment ist:

pi =

∫
d3x xiρ(xi) = 0

Das Quadrupolmoment ist definiert über:

Qij =

∫
d3xρ(~x)(3xixj − r2δij)

Man erhält:

Qxx =
2λ

3
(2a3 − b3)

Qyy =
2λ

3
(−a3 + 2b3)

Qzz =
2λ

3
(−a3 − b3)

Für i 6= j sind alle Quadrupolmomente 0.
c) Das Potential bis zur Quadrupolordnung ist:

φ(xi) =
Q

r
+
xipi
r3

+
1

2

Qijxixj
r5

+ . . .

In unserem Fall ist ~x = (0, 0, z) und mit den Resultaten aus Aufgabe (b):

φ(0, 0, z) =
2λ(a+ b)

z
+
λ(−a3 − b3)

3z3

d) Das elektrische Feld erhalten wir als Gradienten des Potentials. Allgemein berechnet man:

Ei = −∂iφ

=
Qxi
r3

+
3(pjxj)xi − r2pi

r5
+

1

2

5(Qjkxjxk)xi − 2Qikxk
r7

Für unser Beispiel ist das:

~E(0, 0, z) =
2λ(a+ b)

z2
~ez +

λ(−a3 − b3)
z4

~ez
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7.3 Multipolmomente von Ellipsoiden
a) Elektrostatisches Potential über Kugelflächenfunktionen:

φ(~r) =

∞∑
l=0

+l∑
m=−l

1

rl+1
qlmYlm(ϑ, ϕ), mit qlm =

4π

2l + 1

∫
d3r′ r′lY ∗lm(ϑ′, ϕ′)ρ(~r ′).

Multipolmomente mit negativem m lassen sich berechnen über ql,−m = (−1)mq∗lm, was direkt von der
entsprechenden Relation der Ylm folgt.
Da das System rotationssymmetrisch um die z-Achse ist, fallen alle Ylm die ϕ enthalten weg:∫ 2π

0

eiϕdϕ = 0,

∫ 2π

0

e2iϕdϕ = 0.

Also q11 = q22 = q21 = 0. Da Y10 ∼ cosϑ = z/r ungerade bezüglich z ist, aber das Ellipsoid symmetrisch
entlang der z-Achse, verschwindet das entsprechende Integral, daher auch q10. Das sieht man auch über∫ 1

−1
d(cosϑ) cosϑ = 0.

Bleiben also nur q00 und q20 zu berechnen.

q00 = 4π

∫
d3r r0Y ∗00(ϑ, ϕ)ρ(~r)

=
√
4π

4π

3
a2cρ0.

Berechnung von q20 erfolgt analog:

q20 =
4π

5

∫
d3r r2Y ∗20(ϑ, ϕ)ρ(~r)

=
√
5π

8π

3
a2cρ0

(
c2 − a2

)
.

Das Potential kann dann geschrieben werden als:

φ(~r) =
1

r
q00Y00(ϑ, ϕ) +

1

r3
q20Y20(ϑ, ϕ)

=
4π

3
a2cρ0

(
1

r
+
c2 − a2

10

3 cos2 ϑ− 1

r3

)
.

b) Elektrostatisches Potential über Kugelflächenfunktionen:

φ(~r) =

∞∑
l=0

+l∑
m=−l

1

rl+1
qlmYlm(ϑ, ϕ), mit qlm =

4π

2l + 1

∫
d3r′ r′lY ∗lm(ϑ′, ϕ′)ρ(~r ′).

Multipolmomente mit negativem m lassen sich berechnen über ql,−m = (−1)mq∗lm, was direkt von der
entsprechenden Relation der Ylm folgt.
Da das System rotationssymmetrisch um die z-Achse ist, fallen alle Ylm die ϕ enthalten weg, also q11 =
q22 = q21 = 0.
Für das Ellipsoid gilt q00 = 0, da sich die positiven und negativen Ladungen integriert gegenseitig aufheben.
Bleiben also nur Dipolmomente. Weiters folgt q11 = 0 aufgrund der Rotationssymmetrie um ϕ. Bleibt q10
zu berechnen:

q10 =
4π

3

∫
d3r rY ∗10(ϑ, ϕ)ρ(~r)

=

√
π

3
πa2c2ρ0.
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Aufgrund der Rotationssymmetrie um den Winkel ϕ verwinden auch q21 = q22 = 0. Weiters verschwindet
q20 = 0, weil Y20 ∼ (3 cos2 ϑ−1) gerade in cosϑ ist, aber die Ladungsverteilung ρ(ϑ) ungerade. Das Potenzial
des Dipols lautet:

φ(b)(~r) =
1

r2
q10Y10(ϑ, ϕ)

=
1

r2
π

2
a2c2ρ0 cosϑ.

c) In großen Entfernungen wirkt das erste Ellipsoid wie ein elektrischer Monopol, also wie eine Punktladung
mit Gesamtladung Q = 4πa2cρ0/3, und das zweite Ellipsoid wie ein elektrischer Dipol. Zu untersuchen
ist also die Wirkung eines elektrischen Dipolfeldes auf eine Punktladung. Wegen ~F = q ~E genügt es, das
elektrische Feld zu kennen. Dieses ist über ~E = −~∇φ berechenbar.
Gradient in Kugelkoordinaten:

~∇ = ~er
∂

∂r
+ ~eϑ

1

r

∂

∂ϑ
+ ~eϕ

1

r sinϑ

∂

∂ϕ
.

Man erhält dann:

~E = −~∇φ

=
π

2
a2c2ρ0

1

r3
(2~er cosϑ+ ~eϑ sinϑ)

=
π

2
a2c2ρ0

1

r3

 3 cosϕ sinϑ cosϑ
3 sinϕ sinϑ cosϑ

3 cos2 ϑ− 1


=

π

2
a2c2ρ0

1

r5

 3xz
3yz

3z2 − r2


=

π

2
a2c2ρ0

3 (~ez · ~r)~r − r2~ez
r5

,

wobei die letzten vier Zeilen verschiedene Varianten des Endergebnisses sind. Hierbei wurden die Einheits-
vektoren verwendet:

~er =

 sinϑ cosϕ
sinϑ sinϕ

cosϑ

 , ~eϑ =

 cosϑ cosϕ
cosϑ sinϕ
− sinϑ

 , ~eϕ =

 − sinϕ
cosϕ
0

 .

Die Kraft ergibt sich aus ~F = Q~E mit Q = 4πa2cρ0/3:

~F = Q~E

=
3

8
Q2c

1

r3

 3 cosϕ sinϑ cosϑ
3 sinϕ sinϑ cosϑ

3 cos2 ϑ− 1


=

3

8
Q2c

 3xz
3yz

3z2 − r2

 1

r5

=
3

8
Q2c

3 (~ez · ~r)~r − r2~ez
r5

wobei das Ergebnis in verschiedenen möglichen Varianten aufgeschrieben wurde.
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